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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 
компании Соо§1е в рамках проекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прогало достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских прав на эту книгу истек, и она перешла в свободный 
доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские права или срок действия авторских прав 
истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осугцествляется по-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 
это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а такж:е к знаниям, которые часто трудно найти. 

В этом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, сугцествуюгцие в оригинальном издании, как напоминание 
о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1е гордится тем, что сотрудничает с библиотеками, чтобы перевести книги, перешедшие в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, иринадлеж:ат обгцеству, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы предприняли некоторые действия, иредотврагцаюгцие коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 

Мы такясе просим Вас о следуюгцем. 

• Не используйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех пользователей, поэтому используйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Не отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматические запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем машинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к большому количеству текста моясет 
оказаться полезным, свяясптесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каясдом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он позволяет пользователям узнать об этом проекте и помогает им найти 
дополнительные материалы при помогцп программы Поиск книг Ооо§1е. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы используйте, не забудьте проверить законность своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга перешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
использовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
поэтому нет единых правил, иозволяюгцих определить, моясно ли в определенном случае использовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее моясно использовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских прав моясет быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Соо§1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Программа Поиск книг Соо§1е помогает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
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ПРЕДИСЛ0В1Е. 



Въ 1888 году въ «ЗИгип^вЬепсЫе» Берлинской академ1п наукъ по- 
мещена статья Н. Мшко\\г8к1 ш Вопп (нын-Ь проф. въ Геттинген*) «йЬег 
(11е Ве^у^е^ип^ ешез Ге81;еп Когрегз ш ехпег Р1й881дке1и, въ которой за- 
дача о движеши твердаго т4ла въ несжимаемой жидкости приведена 
при отсутств1и вн'Ьшнихъ силъ къ задач* аналогичной задач* о геоде- 
зической ЛИН1И на эллипсоид*. При этомъ М^пко^V8к^ высказываетъ безъ 
полнаго доказательства, намечая лишь путь его ') следующее интересное 
предложен1е, которое можетъ въ данной задач* зам*нить начало Гамильтона. 

Пусть с?а проэкщя пути за время сИ какой нибудь точки т*ла на не- 
измЬниое въ пространств* направлен1е главнаго вектора количествъ дви- 
жешя т*ла, а г/а, уголъ поворота какой нибудь прямой неизм*нно свя- 
занной съ гЬломъ вокругъ вышеуказаннаго направлешя (уголъ между 
плоскостью паправленШ главнаго вектора количествъ движешя и прямой 
въ 1-мъ ея положенш и плоскостью направлетй того же вектора и пря- 
мой во 2-мъ ея положеши). Тогда 



5 С{Т(^^ — ^(^а — ^,(^а,) = '), 



гд* ^^ есть постоянная 1-го интеграла Киргоффа дифференщальныхъ 
уравнеп1й движешя 



а «/е/, — второго 
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а Т живая сила т*ла. При этомъ М1пко\\г8к1 высказываетъ предположен 
те, что такого же рода законъ можетъ быть доказанъ для вращешя ^) 
тяжелаго тгьла вокругъ неподвижной точки. 



*) «ТУ'хе 1сЬ пасЬ шпв^ахкШсЬеп Е^сЬптт^еп деГш1<1еа ЬаЪе» (веНе 11). 

''^) Е1пе §ап2 аЬпИсЬе Ш1<1 п1сЫ пип<1ег Ъетегкеп8л^ег1;Ье Ов1вдепЬе11; . . . Ыв^в1; 
81сЬ, \у'огаг11' {сЬ. шЛеввеп Ыег п1сЬ<; еш^еЬе 1п Лет РгоЫет с1вг Во1;аиоп в1пе8, <1ег 
8сЬ\^егв ип^егл^огГепеп Кбгрегв шп е1пеп Ге81еп Рипк!... 

г. Колосовъ. 1 
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Кром4 того Мшко\^^8к1 прибавляетъ, что если изъ подъинтеграль- 
наго выражешя исключить <И (аналогично исключетю его изъ начала 
Гамильтона при вывод-Ь начала наименьшаго д'Ьйствхя въ форм* Ла- 
гранжа) и распространить | между 2-мя положен1ями т*ла (конфигура- 
щями), то интегралъ этотъ будетъ ттгтит омъ '). 

Заинтересовавшись результатами Минковскаго я задался первоначально 
ц'Ьлью. ихъ проверить (такъ какъ статья, какъ уже я зам^тилъ написана 
въ форм-Ь конспекта безъ многихъ выводовъ) и распространить на ука- 
занный имъ случай вращен1я тяжелаго т4ла. Оказалось: 

во 1-хъ, что путь указываемый Минковскимъ для доказательства ^) 
далеко не самый простой^ а что оно вытекаетъ почти безъ всякаго вы- 
вода изъ надлежащимъ образомъ прим'Ьненной къ разсматриваемому слу- 
чаю теор1и такъ называемаго «видои8м4нен1я» (то(116са1юп) Лагранже- 
вой функщи Тч-СГ, введеннаго ЕоигЬ'омъ (въ <с81;аЫ111у оГ тойоп.» 
см. также его «Ш^И Вупат1С8») ^), но я не думаю, чтобы выводъ этотъ 
былъ изв4стенъ Минковскому потому что при его помощи, 

во 2-хъ, предложешя Минковскаго применяются почти безъ всякаго 
вывода не только къ случаю вращешя тяжелаго твердаго т^ла вокругъ 
неподвижной точки, но и къ вращеигю твердаго гЬла вокругъ неподвиж- 
ной точки подъ вл1ян1емъ какихъ угодно силъ им-Ьющихъ потенцхалъ при 
единственномъ условш, чтобы они допускали законъ площадей въ неко- 
торой плоскости. При этомъ и зд^сь результаты эти могутъ быть най- 
дены двояко: 1)при помощи видоизмененхя Лагранжевой функцхи Еои1Ь'а, 
2) или при помощи пр1ема указаннаго Минковскимъ — но гораздо сложнее. 

Но однако прхемъ этотъ им-Ьегь то преимущество, что приводить за- 
дачу о вращенш гЬла къ виду аналогичному движенш точки по поверх- 
ности эллипсоида — обстоятельство, позволяющее къ задач* о вращеши 
гЬла около неподвижной точки применить хорошо выработанные прхемы 
р^шешя задачъ па движете точки по поверхности и привести легко къ 
квадратурамъ ц^лый рядъ задачъ, напр. задачу о вращеши твердаго гЬла 
подъ вл1яшемъ силъ, потенщалъ которыхъ 

Т1 = С0П81 X {Л С08^ {^гЩ -н Б С08^ (^У) -^-Ссоз' (^^) ) 

(задача Вгип'а, АрреИ. М. К. аг1. 500) 

V = соп8{ X (А С08^ (^2) -ь В соз' (^Г) -ь 

н- с С08' (^^) ) (^ 8т' (^2) -ь ^ 8т' (^Г) + ^ зт' {:г2)\ 



^) Стр. 12 п 13; но доказательство пмъ не приведено. 

''*) Съ такого же рода преоГ)разован1ямп, по въ менЪе удобной форм-Ь мы встр-Ь- 
чаемся впрочемъ уже въ теор1и с1^погаМоп оГ соог(11па1е8> у Томсона п Тэта. 

(ТгеаНзе оп Nа1:ига1 РЫ1о8орЬу). 
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и т. д., гд* другими пр1емамп задачу решить весьма трудно. Но во вс*хъ 
этихъ случаяхъ движенхя гЬла постоянная площадей предполагается = 0. 
Прим^нивъ къ этимъ задачамъ преобразоваше независимой переменной 
ЬюиуШе'я (см. стр. 23 моего разсужденхя) можно по поводу пхъ выска- 
зать общее зам^чате, что задача о вращен1и гкпа при постоянной площа- 
дей = О можешь быть приведена къ задать о движенги точки при уело- 
вШу что постоянная произвольная въ интегралть оюивой силы равна нулю. 

Въ 3-хь^ что т1штит въ интеграл* Минковскаго получается не только 
въ форм* аналогичной Лагранжевской форм* начала наименьшаго д*йств1я, 
но и непосредственно въ форм* аналогичной началу Гамильтона. Я называю, 
сл*дуя прим*ру проф. Д. К. Бобылева эти интегралы «видоизм*неннымъ 
д*йств1емъ по Гамильтону» и «видоизм*неннымъ д*йств1емъ по Лагранжу». 

Въ 4'ХЪу что преобразоваше Минковскаго можно остановить на по- 
ловинть его, чего нельзя было првдвид*ть, употребляя рекомендованный 
имъ пр1бмъ къ выводу найденнаго имъ предложетя '). 

Диффербнц1альныя уравнешя движенхя твердаго т*ла въ жидкости 
принимаютъ при этомъ новый видъ, аналогичный виду дифференщаль- 
ныхъ уравнен1й вращенхя твердаго т*ла вокругъ неподвижной точки: 

гд* ф = Г— е/«*>. — ^V\^^ — «/м7^,, Т живая сила т*ла, X,, |1„ V, косинусы 
угловъ образованныхъ осями неизм*нно связанныхъ съ т*ломъ съ осью и; 
направлеше которой совпадаетъ съ направлен!емъ неизм*ннаго по величин* 
и по направлетю главнаго вектора количествъ движешя т*ла и жидкости. 



^) Такому половинному преобразованхю будетъ соответствовать условхе 
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Эта форма дифференщальныхъ уравнешй есть въ данномъ случа'Ь про- 
межуточная между формой Киргоффа и формой Клебша и особенно 
удобна при прим^нешяхъ къ данному случаю теорш Гамильтона-Якоби 
о приведен1И дифференщальныхъ уравнешй динамики къ одному уравне- 
шю съ частными производными, что и выполнено мною для просгЬйшаго 
случая этого движешя — случая На1рЬепа (обобщеше случая Киргоффа 
для т*ла вращешя). 

Обращаясь къ детальному перечисленш содержашя настоящей работы, 
замечу, что I глава содержитъ основан1я теорхи видоизм'Ьнешя функщи 
Лагранжа, при чемъ я д4лаю при этомъ следующее существенное зам^ь- 
чате: вся теорхя видоизм*нен1я остается въ сил-Ь и въ томъ случае, если 
мы будемъ видоизменять функцхю Лагранжа не при помощи интеграловъ 
требуемаго теорхею видоизм^нешя вида^ а при помощи частныхъ р?ыиеиги^ 
им^ющихъ тотъ же видъ. На это обстоятельство повидимому никто еще 
не обратилъ внимашя, а между т*мъ на его основаши легко выводится 
(почти безъ вычислешя) теорхя движенхя Х-рз» къ круговымъ сЬченхямъ ги- 
рац10ннаго эллипсоида въ случа'Ь Гесса вращенхя тяжелаго твердаго гЬла 
и его обобщешяхъ *). 

Въ глав* П изложено прим^ненхе теор1и о видоизм4нен1и Лагранжев- 
ской функщи къ случаю вращешя тяжелаго твердаго гЬла и вообще къ 
случаю, когда силы им^ють потенщалъ и допускаютъ законъ площадей 
въ н-Ькоторой плоскости и следствхя полученныхъ результатовъ. 

Въ глав-Ь III гЬ же результаты изложены въ другомъ бол'Ье сложномъ 
вид'Ь по прхему, указанному Минковскимъ. 

Въ главе IV я останавливаюсь на случаяхъ преобразовашя диффе- 
ренщальныхъ уравненШ при помощи ихъ частныхъ р-Ьшешй на самихъ 
дифференщальныхъ уравненхяхъ, позволяющихъ отъ задачи соответствую- 
щей частному р4шетю дифференц1альныхъ уравнешй задачи механики 
(и след. соответствующаго имъ вида начала Гамильтона) перейти къ част- 
ному решешю соотв. другой задаче (и след. другому виду начала Га- 
мильтона). Здесь я останавливаюсь на подходящемъ подъ категорхю та- 
кихъ решешй случае вращенхя тяжелаго твердаго тела, указанномъ Д. К. 
Бобылевымъ и В. А. Стекловымъ, где задача приводится къ вращешю 
сившетричнаго гироскопа. 

Я останавливаюсь на этомъ случае еще по тому обстоятельству, что 
случай гироскопа вращен1я, къ которому здесь приводится задача, харак- 
теризующ1йся лишнимъ 5-мъ интеграломъ ^ = соп81 (сравнительно съ 
общимъ случаемъ движешя гироскопа) соответствуетъ вместе съ темъ 



^) См. пашу статью въ журнале Харьков. Мат. Об. 1898 г. и въ „Меззеп^ег оГ 
Ма1:Ьвта1;1С8" 1901 г. 



к 



интегрируемости въ логариемахъ н-Ькотораго эллиптическаго дифферен- 
щала (а именно уголъ э выражается въ данномъ случае въ логарие- 
махъ). На это обстоятельство я уже им-Ьдъ случай обратить внимаше ^) 
и обращаю внпмаше въ главЬ УШ. 

Глава V посвящена особому преобразовапш дифферепщальныхъ урав- 
нен1й движешя гЬла аналогичному преобразован1Ю Минковскаго причемъ 
формулы преобразоватя я беру въ форм* Якоби и применяю ихъ къ по- 
лучешю квадратуръ С. А. Чаплыгина для случая вращешя около непо- 
движной точки тяжелаго гЬла въ случа* Д. Н. Горячева. Это примкнете 
одновременно напечатано мною въ КепсИсопи йе! С1ГСо1о МаЛетайсо (11 
Ра1егто и въ Ме88еп§ег оГ Ма1Ьета11С8. Зд^сь оказывается большое пре- 
имущество въ отсчитываши угла э (3-го угла Эйлера) по способу указы- 
ваемому въ механик* Д. К. Бобылева, такъ какъ иначе приходится везд-Ь 
прибавлять ^• 

Глава VI посвящена выводу уравнешй и теоремъ Минковскаго и гЬхъ 
сл'Ьдств1й отъ нихъ и видоизмЬнешй ихъ (половинное преобразованхе), о ко- 
торыхъ я упоминалъ выше. Замечу, что при этомъ весьма просто получается 
интересный результатъ С. А. Чаплыгина, что при существовали линей- 
наго частнаго р'Ьшешя некоторая ось неизменно связанная съ гЬломъ, 
движется какъ будто бы она была осью симметрхи. Результатъ этотъ по- 
лучается видоизм'Ьпешемъ Лагранжевской функщи при помощи частныхъ 
р-Ьшетй о которыхъ упоминается въ I глав*. 

Въ УП и УШ главахъ изложено полное р-Ьшеше въ эллиптическихъ 
функгЦяхъ одной задачи о вращеши твердаго гЬла въ жидкости. Это есть 
частный случай задачи Клебша, когда живая сила выражается черезъ 

причемъ коэффищеЕты а,, а,, а,, &], &,, Ь^ связаны соотношешемъ 
Клебша: 

къ которому я присоединяю еще услов1е, чтобы одна изъ дробей 

равнялась суммгь двухъ другихъ, напр.: 

1-1 1 



') о п'Ькоторыхъ частныхъ р'Ьшен1яхъ задачи о двпжен1И твердаго тЬла. Сборн. 
Нн. Инж. Путей Сообщейя 1899 г. 



I 
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Въ этомъ случае при = О врЬкоторой постоянной -Г, которая равна 
2 №«8 — 2А — ^^ («3^ -4- «,«2) ), гд-Ь X, 2к, ^^ постоянныя интегра- 
ловъ: 4-го Клебша (X), живой силы (2й) и 1-го Киргоффа (^^), задача 
допускаетъ дробный рацюнальный 5-ый интегралъ: 

^—^ Г^^ 2 = С0П81 (*) 

(аз — а,) х^^ — Ь,у,^ ^ ^ 

крон*! 4-хъ изв'Ьстныхъ и онъ позволяетъ привести задачу къ эллипти- 
ческимъ функщямъ. Интересъ настоящаго случая заключается въ способ* 
нахождешя интеграла (*) (непосредственное нахождеше его было бы 
весьма мешкотно); я принимаю за ноеыя перем']^нныя корни н^котораго 
уравнен1я 2-й степени 5, и 5^, которые я получаю, разлагая на множи- 
тели дискриминантъ н^котораго уравнен1я 2-й степени. Тогда корни эти 
оказываются удовлетворяющими дифференщальнымъ уравнешямъ: 



\^8, \/{8-к,) [8 -к,) \/8, \^{8,-к,) (8,-к,) 



= О 



теоремы сложешя эллиптическихъ функщй. Такимъ уравнен1ямъ, какъ 
известно, соотв-Ьтствуеть алгебраически интегралъ, составляя который 
посл4 н^которыхъ упрощетй я получаю интегралъ (*). 

При помощи этого интеграла я выражаю въ глав'Ь VIII въ эллипти- 
ческихъ функщяхъ косинусы вс*хъ угловъ, которые образуетъ неподвижная 
въ тЬл'Ь система координатъ съ неподвижною системою въ пространств* и 
показываю, что разсматриваемое движен1е раскладывается на 2 двйжетя 
^ 1а Ро1п8о1 аналогично теорем* Якоби для разложен1я вращешя гироскопа. 
Существован1е 5-го интеграла и зд*сь какъ и въ глав* IV приводить 
къ интегрированш въ логариемахъ н*котораго выражен1я, которое въ 
общемъ случа* приводится къ высшимъ трансцендентнымъ. 

Наконецъ въ глав* IX указано преобразоваше аналогичное преобра- 
80ван1Ю главы V и прим*нено къ задач* о движенхи твердаго т*ла въ 
жидкости, 

Въ заключенхе приношу мою глубокую благодарность Сов*ту И м п е- 
РАТОРСКАго С.-Петербургскаго Университета, давшему мн* средства 
на напечаташе этого сочинешя, а также Т. Э. Фризендорфу, много по- 
могавшему мн* при просмотр* корректуръ. 



Г. Колосовъ. 



С.-Петербургъ 
8 марта 1903 г. 



о ншторы1ъ видоЕзшешт наша Гаиштона въ цшт 
къ ржшю вощюсовъ иешикЕ твердаго ша. 



ГЛАВА I. 

О видоизм'Ёненной Функц1и Лагранжа. 

§ 1. Дифферешцальныя уравнения Лагранжа въ координатныхъ пара- 
метрахъ ^^, д^ .... д^ для системы связанной р связями вида 

?< (?г ?!, ?з ••••?«) = О г=1,2, ....^) (1) 

какъ изв^^стно им^ють видъ: 

гд-Ь /?^ = ^ и силы, д-Ьйствуюпця на систему предполагаются имеющими 
некоторой потенц1алъ V. 

Мы будемъ въ дальн'Ьйшемъ пользоваться видоизм'Ьнешемъ фуякщи 
Лагранжа, указаннымъ Кои(Ь'омъ '), а зат^мъ позднее и въ другой форм^ 
разработаннымъ въ трудахъ Не1тЬо112'а, Нег1г'а и другихъ н1мецкихъ 
ученыхъ *). 

Предположимъ, что какой-нибудь изъ координатныхъ параметровъ д^ 
не входить въвыражеше Т+^ и ни въодну изъ связей (1), связываю- 
щихъ систему. 

Тогда уравяешя (2) будутъ допускать очевидный интегралъ 

р^ = С0П81 = /^ (3) 

Допустимъ, что такихъ параметровъ у насъ будетъ несколько и сле- 
довательно н'Ьсколько интеграловъ вида (3) и поставимъ себ^^ задачею 



*) А <;геа1;18е оп кЬе 81»Ы11*;у оГ а дхувп 81:а1:в оГ то^оп Ъу Е. ^. Еои1;Ь. Ьоп^оп 
1877. СЬ. IV АН;. 20; см. также его КгдхЛ Вупат1с8 уо1. I. 

^ См. прим*чан1е Е. К1е1п къ немецкому издан1ю механики ЕоиЛ'а (п^реводъ 
А. ЗЬерр). 
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при помощи ихъ исключить перем-Ьнныя з''^ соотв'Ьтствующгя д^^ изъурав- 
нетй (1). 

Результатомъ такого исключешя будутъ новыя уравнешя вида (1), 
но, въ которыхъ вм^Ьсто Т-^-11 стоить названная ЕоиШ'омъ видоизмгь- 
ненной функцгей Лагранжа (1;Ье тойШей Ьа^гап^хап Гипс1;юп) функщя 

Т-^и-^1,^, (4) 

к 

гд% Е распространена на число вс4хъ интеграловъ (3), а вместо ^,! въ (4) 
подставлены ихъ значенхя изъ этихъ интеграловъ. Съ такого рода преоб- 
разовашями, но въ другой форм* мы встречаемся также въ «КаШга! РЬНо- 
зорЬу» Томсона и Тэта подъ нменемъ теорш «Г^огаНоп оГСоог(11па1е8». 
Чтобы доказать правило Еои1Ь'а, мы зам-Ьтимъ, что обозначивъ черезъ 
[Т-\-Щ результатъ подстановки въ Тч- [7 вмЬсто ^\ ихъ значен1я изъ 
интеграловъ (3), мы найдемъ: 



дд.' - дд' ' 2 дд' 


дд: 


сд. ~ дд. ^ ^дк 

к 

И сл^Ьдовательно 


дд: 
дд. 



д{Т^Ц) у дд1 
дд: '^^^^^дд: 

к 

д{т^т ^Х1 дд: 



дд. 



д(Т-\-Ц) ^ 
дд: 



д{[Т-+- 


щ- 


■^Кд:\ 


д{[Т-^ 


дд: 
■ Щ- 


-^1.д:) 



откуда и сл^дуетъ вышеуказанное правило. 

Наиболее простой видъ принимаетъ правило Кои1Ь'а, если всЬ 1^ равны 0. 
Тогда видоизм^Ьненная функщя Лагранжа получается изъ Т -\-Л простой 
подстановкой въ Гч-?7 значешй д\ изъ интеграловъ (3) безъ всякаго 
дополнительнаго члена. Этотъ результатъ получается и изъ теорш «1^0- 
гаИоп оГ соог(1ша1;е8» ТЬотзоп'а и ТаИ'а. 

Зам^тимъ, что на преобразоваше Еои1Ь'а можно смотреть (какъ это 
д^лаетъ и онъ самъ) какъ на приведенхе дифференщальныхъ уравнешй (1) 
къ виду промежуточному между (1) и каноиическимъ видомъ гЬхъ же 
дифференщальныхъ уравнешй: 

г/^_ _^ ^^ _^ 
(Н " дд, ^ ^ дд, 

йд, ^ дН 
сИ " бр, ' 
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Очевидно, если мы перем'Ьнимъ на канопичесшя перем^нныя только 
перем'Ьнныя д'/, оставляя остальныя перем'Ьнпыя т-Ьми же, мы придемъ 
къ теор1и видоизмененной фунгоди Еои1Ь'а. 

Наконецъ, къ преобразовашю ЕоиЛ'а можно придти, составляя урав- 
пен1е съ частными производными Якоби для функщи 






(Т -ь П) йи 

Оно будетъ въ данномъ случа* допускать рядъ /-овъ: -^ = сопзи = ^^к. 
Интегрировате такого уравнешя, какъ известно можетъ быть упрощено 
черезъ введете новой переменной ТГ уравнешемъ: 

и следовательно новая функщя Ж можетъ быть написана въ вид*: 

О ко к 

Интегрирован1е уравненхя съ частными производными въ ТГ соотв^т- 
ствуетъ поэтому условш 



^/< 



О 

т. е. дифференщальнымъ уравнен1ямъ, соответствующимъ видоизмененной 
функщи Лагранжа, къ которымъ такимъ образомъ приводится ]*-1е нашихъ 
дифференщальныхъ уравнешй. 

Мы сделаемъ теперь следующее важное для насъ въ дальнейшемъ 
замгьчанге, 

Изъ предыдущей теорхи, какъ мы уже заметили, следуетъ что, если 
все I,, = О, видоизмененная функщя совпадаетъ съ самой функцхей Ла- 
гранжа 1-л-Т1^ т. е. дифференщальныя уравнешя (1) приводятся тогда 
къ меньшему числу уравнен1Й такого же вида, какъ и (1), получаемыхъ 
изъ этой системы, если въТ-4-17 вместо д^' подставить ихъ значешя изъ 
интеграловъ р^ = 1^ = 0. 

Тоже самое заключете мы можемъ сделать и въ томъ случае, если 
р^ = О не будутъ частными значетями интеграловъ р,, = /^, которыхъ 
наши уравнешя въ этомъ случае не допускаютъ, а будутъ просто част^ 
ними ргыиенгями этихъ уравнешй. 

Въ самомъ деле, если уравнешя (1) допускаютъ решенхе 

дТ 

^ = Р. = О, (5) 
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то, исключивъ прЕ помощи этихъ уравненШ изъ Т -\-Т1 д^' мы найдемъ: 

бд>, дд/ 

дд, ~ дд^ 
и уравнешя примутъ видъ: 

(II дд, 

>=» 

и соотв^тствуютъ началу Гамильтона: 



■ъг. 



I 



V) (И = О, 



въ которомъ въ Тн- ?7 перем'Ьнная д\ исключена при помощи частнаго 
р^шешя (5). 

§ 2. Мы разсмотривгь н'Ьсколько прим-^ровь видоизьгЬнешя Лагранжев- 
ской функщи въ случае, если I,, = 0. 

Разсмотримъ вращеше около неподвижной точки обыкновеннаго гиро- 
скопа, т. е. гЬла, масса котораго распределена симметрично относительно 
нЬкоторой оси проходящей черезъ неподвиасную точку. Положеше твер- 
даго т4ла въ пространств'Ь мы будемъ определять тремя Эйлеровыми 
углами ж, ф^ э ^). 

Пусть -4, 5 = -4, С будутъ моменты инерщи твердаго тЬла относи- 
тельно главныхъ его осей инерщи въ неподвижной точк-Ь; р, д, г — проэк- 
щи на эти оси его угловой скорости. Функщя Лагранжа будетъ им^ть 
видъ 2 {-4 {р^ -ь д^) ч- Сг^] -ь Л '); дифференщальныя уравненк движе- 
шя будутъ допускать /-лъ 

дТ 

Пусть / = 0; мы можемъ тогда видоизменить функщю Лагранжа для 
этого случае непосредственно подставивъ въ нее г = О, мы найдемъ 
функщю 

^ Л (У -4- д') -\-П или ^ Л [ж'^ згп'ф -ь ф'''] -ь Ц 



^) См. Курсъ Анал. Мех. проф. Д. К. Бобылева. 

2) ЗдЪсь и потенщалъ силы тяжести =: Мдсозф (ось гг-овъ направлена верти- 
кально внпзъ). 
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и соотв%тствующ1я дифференщальныя уравнеы1я мы получиыъ -изъ урав- 
нения: 

О 

Но это уравнеше соотв^тствуеть движешю матерхальной точки по 
поверхности сферы и следовательно движен1е оси 2 совершается 8Д']^сь 
по законамъ коническаго маятника; наши дифференц1альныя уравнешя 
допускаютъ еще законъ площадей въ плоскости а;у-овъ, соотв-Ьтствующхй 
интегралу ихъ: 

дТ 

-л— 7 = /, или ж' 8гп^ ф = /,. 

Если и эту постоянную положить = о, мы придемъ къ Лагранжевской 
функцш, соответствующей началу: 

о 

которое совпадаетъ съ началомъ Гамильтона для простого маятника и, 
следовательно задача сводится здесь къ качашямъ обыкновеннаго маятника. 

Въ особенности полезно при приложен1и теор1И видоизменешя Ла- 
гранжевской функщи къ примерамъ замечаше, сделанное нами въ конце 
предыдущаго §, а именно, что т€ор1я видоизменешя для ?* = остается 
въ томъ случае, если р* = О просто частный решешя нашихъ диффе- 
ренщальныхъ уравнешй. Покажемъ, что прямымъ следств1емъ этого заме- 
чатя является теорхя случая Гесса вращешя тяжелаго твердаго тела 
съ его обобщетями *). 

Дифференщальныя уравнешя вращенхя твердаго тела вокругъ непод- 
вижной точки (или вокругъ центра инерщи, если дело идетъ объ обоб- 
щешяхъ случая Гесса) могутъ быть написаны въ виде: 

л| = (Б-С)дгн-Л5 
б| = (С- Л)грч-Л^ 

С^ = (^-Б)р?ч-Лг, 

где А$ , Лт) , Лг моменты силъ и реакщй связей относительно осей 2, У, 2 
неизменно связанныхъ съ твердымъ теломъ. 



^) См. Г. Колосовъ. Объ одномъ случа-Ь движев1а твердаго 'гЬла опирающагося 
остр1емъ на гладкую плоскость. (Труды Императорскаго Московскаго О. Л. Е. 1898 г.). 
Г. Колосовъ. Объ одномъ случае движев1я твердаго т-Ьла (Ж. Харьк. М. 0. 1898 г.). 
О. Ко1о88ов'. Оп а сазе оп шоШп о1 г1@1(1 Ьо(1у. Меззеп^ег о^ Ма1;Ь. 1901. 
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Обозначимъ черезъ а, р, у косинусы угловъ, образованныхъ съ осями 
инерц1и Х"Омъ къ круговымъ сЬчешямъ гиращоннаго эллипсоида т4ла 
(въ неподвижной точк'Ь или центр* инерцш), т. е. величины, удовлетво- 
ряющ1я уравнешямъ: 

р = О, «^ ч- 7^ = 1, Аа' {В — С)= С^' (А — В). 

Предположимъ, что моментъ силъ приложенныхъ къ гЬлу = О вокругъ 
этого Л_-ра, т. е. Л^ а н- Лг у = 0. 

Тогда дифференц1альныя уравненхя движешя допускаютъ частное 
Р*™ете ^1ар н- С^г = О, (9) 

выражающее, что главный моментъ количествъ движешя т^ла вокругъ 
Х-ра къ круговымъ с^чешямъ гиращоннаго эллипсоида = 0. 

Примемъ за новую ось 2 неизм^Ьнно связанную съ т^ломъ этотъ Х-ръ, 
а дв* друг1я оси направимъ въ плоскости къ нему Х-ой, т. е. въ пло- 
скости круговыхъ сЬченхД гиращоннаго эллипсоида '); тогда частное р'Ь- 

шеше (9) приметъ видъ: ат» 

-^ = 0. (10) 

(9 есть 3-й Эйлеровъ уголь, соотв'1тствующ1й новой систем* осей). Мы 
им*емъ какъ разъ условхя прим*нен1я теорш конца предыдущаго § и 
следовательно мы можемъ э' при помощи частнаго р4шешя (10) непо- 
средственно исключить изъ подъинтегральной функцш начала Гамиль- 
тона. Но живая сила т*ла при помощи интеграла (9) легко приводится 
къ виду: 1 

гд* Р л ^ проэкщи угловой скорости на новыя оси (неизменно свя- 
занныя съ т4ломъ), а В моментъ инерщи около новой оси Т (совпа- 
дающей со старою). 

Поэтому начало Гамильтона можно зд*сь видоизменить къ виду (пред- 
полагая, что силы им4ютъ потенцхалъ V): 



•п 



т. е. сл-Ьдовательно предположить что вся масса т4ла сосредоточена на 
новой оси 2 (причемъ моментъ инерщи массы вокругъ ^-ра Т къ этой 
оси = В), Какъ известно, это доказывается и непосредствепнымъ пре- 
образовашемъ координатъ. 

Тотъ же результатъ легко выводится изъ уравнешя съ частными 
производными Якоби, соотв^тствующаго разсматриваемой задач* при- 
чемъ легко вывести и сами услов1я существовашя случая Гесса. Въ са- 



^) Ось У при этомъ мы не мЪняемъ. 



— 13 — 

мов1ъ д'Ьл'Ь, положимъ д'Ьло идеть о самомъ случае Гесса (а не о его 
обобщешяхъ); обозначимъ моменты количествъ движешя гЬла вокругъ 
осей 03, ОТ, 02 черезъ 7^, У^, У^ *); мы найдемъ 

V 2 ЛГ 2 ЛГ 2 

^^ - А ^ В ^ С ' 

а уравненхе съ частными производными, подлежащее интегрировашю будегь 

т — и = Ь, 

куда подставлено ^ вместо Рф^ -^ вмъсто р, , ^- вмъсто р^^. Поворо- 
тимъ оси, неизм'Ьнно связанный съ т1ломъ, на н{>который уголъ вокругъ 
оси Т и обозначимъ новые У,, У^, Уз черезъ У,, У,, У^\ ивгЬемъ: 

у. = у;т + Уз« 
у, = у; 

Чтобы уравнеше съ частными производными въ новыхъ Эйлеровыхъ 
углахъ допускало частное р4шен1е 

р, = ^^ = О илп Уз = О 

необходимо и достаточно, чтобы положивъ Уд = О мы исключили бы 
заразъ изъ уравнешя и уголъ э. 
Но при Уз = О 

в 



^-^ = У'{^1-^) 



Чтобы это уравнеше не содержало э необходимо и достаточно по- 
ложить: 2 а 1 

Т « _ 1 

А~^Т[~В 
и тогда 2 Г приметь видъ 

изъ котораго прямо сл^Ьдуютъ всЬ предыдущхе результаты. 

Если взять за начало координатъ, неизменно связанныхъ съ гЬломъ, 
его центръ инерщи, предыдущШ выводъ можно распространить на обоб- 
щешя случая Гесса. 



') Выражен1я У^, У„ У, черезъ — г:^ р^, -- -р^, —г^р^ приведены 
ниже на стр. 15. ^ 
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ГЛАВА П. 

11рим'1Ьнен1е теор1и видоизм'Ьненной Фу нкц1и Лагранжа 
къ одному весьма общему случаю движен1я твердаго 

тЬла. 

§ 1. Мы будемъ, какъ въ § 2 предыдущей главы, опред'Ьлять положете 
твердаго тЪла въ пространств*]^ координатами х^о, Уюу ^ю неизменно съ 
нимъ связанной точки Ю по отношешю къ 3-мъ неподвижнымъ въ про- 
странств* осямъ координатъ Ох, Оу, Ог и 3-мя Эйлеровыми углами ф, ж, э. 

Силы, приложенныя къ твердому гЬлу, мы будемъ предполагать имею- 
щими потенщалъ ^7==/*(л;«,, у^, ^^, ф, ж, а), а движете гЬла, вообще 
говоря, ст^сненнымъ р « 6) связями, не заключающими времени явнымъ 
образомъ, вида: 

Ь (^»о, Ую, ^ю, ф, ж, э) = О г = 1,2, . . .р. 

Шесть дифференцхальныхъ уравнен1й движешя твердаго тЬла могутъ 
быть представлены въ вид'Ь: 

дТ 



а 



г=р 



" дж' 

(И 


_ д(Тч- 

~~ дж 


Ц) 


•+- 


2^ 


дж 


а^'^ 








»_1 
%-р 




• • • 


_д(Т-+- 
дх„ 


• • 


• 


1^ 

1=1 


дх„ 



(1) 



гд* Т живая сила гЬла. 

Мы будемъ въ дальн'1йшемъ заниматься вращательпымъ движенхемъ 
твердаго т4ла и предположимъ сначала, что оно им-Ьегь неподвижную 
точку, которую мы примемъ за Ю. Мы легко обобщимъ найденные ре- 
зультаты и на обпцй случай движешя твердаго гЬла, если предположимъ, 
что за Ю принять его центръ инерщи. 

Принявъ за оси, неизменно связанныя съ гЬломъ, три его главныя оси 
инерщи въ Ю и, обозначивъ черезъ р, д, г проэкц1и угловой скорости 
тЬла на эти оси, а черезъ А, В, С моменты инерщи гЬла вокругъ ихъ, 
мы найдемъ: - 

2Т= ^У н-Бз'-+-Сг' = 

= (А8т^фсо8^э-^В8т^ф8гп^9-^Ссо8^ф)ж^'^-^{Л8т^д'^Всо8^э)ф^^'^ 

-^ Сэ'^ -\- 2ж/ф' {В — А) 8гпф згпэ С08Э-\- 2Сж'э^ С08ф. (2) 

Мы сд-Ьлаемъ еще сл-Ьдующее предположеше насчетъ силъ, приложен- 
ныхъ къ гЬлу, и реакщй связей, сгЬсняющихъ его движен1е: мы пред- 
положимъ, что моменты ихъ остаются все время = О вокругъ некоторой 
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оси неподвижной въ пространств*, которую мы примемъ за неподвижную 
ось ^г-овъ. Тогда дифференщальныя уравнешя (1) допускаютъ /-лъ пло- 
щадей въ плоскости Л_-ой къ оси ^ег-овъ: 

■^—1 = ж^ {Л вгп^ф со$^ д-\- В зт^ ф в'иг^ э ч- С соз^ф) -+- 

ч- ф^ (В — Л) згпф згпд С08 9 -4- Сэ' созф = соп81 = I (3) 

и, сл^^довательно, мы можемъ прим']^нить въ данномъ случа*]^ теор1Ю видо- 
изм^нетя функщи Лагранжа. 

Предварительно зам^тимъ, что уравнеше съ частными производными 
Якоби, къ которому приводится задача о вращети т^ла получается, 
введя въ Т вместо э', ф, ж^ новыя перем^нныя ^)^ , |)^ , р^. 
Мы им4емъ ') 

Трэ = ^г 

Рж= — Лр згп ф С08Э -^ Вд згп ф згп э -^ Сг сов ф 

Рф= Ар згпэ -^ Вд С08 э 
откуда ^05 3 {р;^ — рэ С08 ф) 



' ? 



(4) 



Ар = РфЗгпэ 



Вд 



згпф 
(Рж — Рэ С08 ф) згп д 



згпф 



Сг = р, 



и сл'Ьдовательно 



1 



Рф сов 9 



{рж — Рэ соз ф) згп э\2 



(5) 



С^ Вх^ згп ф 



л( 



Рф згп э — 



(Рж — РэСОЗф) СОЗ э\* 

згп ф 1 



(6) 



Если, кром^ неподвижности точки Ю, другими связями движете тЪла 
не С1^снено, мы найдемъ уравнеше съ частными производными, въ ко- 
торому приводится интегрирован1е дифференщальныхъ уравненШ нашей 
задачи въ вид^^: 

I (дГ\* I (дГ [^ - Ъ- ''' ^} ''*" 'У 




/ ^^ ^^ Л 



згпд) 




= и -^Н. 



(7) 



^) Если за оси неизи^нно связанный съ т'Ьлоиъ взяты не главныя его оси инер- 
цш, а как1я угодно прямоуг. оси, соотв4тствующ1я формулы получатся, если вместо 
Лр поставить -,-- вмъсто Во ^— , виъсто Сг -^— • 
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Прим-Ьнинъ теперь къ разсматриваемому случаю теораю видоизм'Ьне- 
шя Лагранжевской фупкц1И. 

Видоизм'Ьнимъ эту функщю при помощи интеграла (3). Мы найдемъ 

И сл'1довательно, если мы исключимъ изъ дифференщальныхъ уравнешй 
движея1я ж! при помощи интеграла (3), мы найдемъ дифференцхальныя 
уравнешя, соотв'Ьтствующхя задаче: 

ьДт ч-и-1 ^7) <и = о, (8) 

о 

гд-Ь --^у должно быть исключено изъ подъпнтегральной функц1и при по- 
мощи интеграла (3), т. е. при помощи уравнен1я 

Ож _1 — 9^С созф — 5^' (Б — А) згпф 81?ь э созэ 
(II ~ Л згп^ф соз^э-ъВ згп^ф згп^э-^ Ссоз^ф' ' ^ 

Зам^тимъ, что диффереппдальныя уравнешя движешя, обращая въ О 
первую вараащю отъ 

Дт^и-1-^)<и, (10) 

о 

соотв-Ьтствують пиштит'у этого интеграла. 

Мы будемъ называть этотъ интегралъ «видоизм'Ьненнымъ д'Ьйствхемъ 
по Гамильтону», следуя примеру проф. Д. К. Бобылева *) по отноше- 

I 

шю къ обыкновенному дМствш ё (Тч-Л) сИ. 

Введя въ выражеше (8) вм-Ьсто Т и -^ ихъ выражешя (2) и (9), 
мы найдемъ его въ вид*!: 

/*|1 ^^-\'Nф^'^'\-Мэ^'^-^-2С {А — В) э^ф' зшф созф згпэ созэ 7^^1^/_л 

^ [ 2 А згп^ф соз^э-ъВ згп^ф згп^д -\- С соз^ф сИ \ ~ ^ 



о 



гд-Ь 2У = ВС соз^ ф соз^ э -\- АС згп^ о соз^ ф ч- АВ згп'^ ф 

М = АС згп^ф соз^ э ч- ВС згп^ф згп^ э. 



^') О начале Гами.чьтона или Остроградскаго и о начал'Ь наименьшаго д:Ьйств1я 
Яаграпжа. Д. Бобылевъ. Приложен1е къ ЬХ1 тому заппсовъ Пип. Акадеши Наукъ, 
Л^ 5. 
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или 



'/{^'- 



{ВС С08^ ф С08^ э ч- АС згп^ 9 соз^ф -ь АВ вгп^ ф) 
А згп^ ф со8^ э -А- В 5ш^ ф згп^ э -^ С соз^ ф 

о 

1^ э'^С(А згп^ф соз^э н- В згп^ф згп^д) ч- 2(7 {А — В) э'ф* згп э соз э згпфсозф 
2 А згп^ ф соз^ э-^ В зт^ ф зт^ д-^С соз^ ф 



— 2 "*" ^ ^^'^ ^^^^ '*' 5^ (^ — ^) 5т^ згп э соз э) 



Азгггфсоз^э-\'Вз1п^ф31п^д'\'Ссоз^ф ] ^ ^ 

Чтобы уб^^диться, что мы им^Ьемъ зд^сь пиштиш, мы прим^^нимъ такъ 
называемое Лежандровское условхе существовашя шахшиш'а или т1пь 
тиш'а, въ той форм*, которую даль ему Клебшъ и въ которой оно встр4- 
чается у позднЬйшихъ изсл^дователей 2-ой вархащи (Шеффера и дру- 
гихъ) и которая состоять въ томъ, что для того, чтобы 

ь 
1 =у 1" (ж, у, г, у\ г') (1х, гд* у' = -^^, г' = ^ 

а 
ДЛЯ У и ^ уДОВЛСТВОрЯЮЩИХЪ УСЛ0В1Ю 

8^=0 (11) 

было тш1тит'омъ или таххтит'омъ достаточно (но не необходимо), чтобы 
для всЬхъ точекъ кривой удовлетворяющей условхю (11) было: 

^ о^Р _1 ^'^\* 

гл'Ь 

р = У^, д = а\ Р {х, у, ^, р, д) = Р ^.г, у, г, ^|, ^). 

Если при этомъ 

~т-ч- > о мы им-Ьемь пиштит, 

а, если -«,-, 

о^Р 

-<-т < О мы им^емъ гаахтиш. 
др^ 

Если эти условк выполнены для всевозможныхъ значен1й р и д мы 
им^^емъ д'&ло съ такъ называемымъ «сильнымъ» (81:агке$) ') тшшиш^оыгь 
или таххтит'омъ ^). Применяя этотъ признакъ къ нашему случаю мы 



^) Терминъ А. Кпеяег'а. ЬеЬгЬисЪ йег УапаиопвгесЬпип^, § 64. 

^) Весьма простой выводъ Лежапдровскаго успоъ\я для 2-хъ перезгЬнпмхъ п гео- 
метрическая его интерпретац1я приведены въ 1папртга1 В188ег*а1:1оп уоп КаЛезсЪда 
Оегпе!;. ОоШп^еп, 1002. См. также: проф. В. ГГ. Ермаковъ, Вар1ац1онное исчпслев1е 
по Венерштрассу. К1евъ, 1903 г. 

Г. Колосовъ. 2 
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легко убедимся, что выполнены условхя существованхя сильнаго тштиш'а. 
Въ самомъ д'Ьл'Ь: 

др'~ ' д^' \дрдд) ~ 8^ 
N = ВС со8^ ф С08^ э -ь АС згп^ э соз^ф -^ АВ шг^ф 

М = Л С- 5172- ф С08^ Э -Ь ВС 8171^ ф 8171^ Э 

2у = С {А — В) 8%п д С08 д 8т ф с08ф 

8 = Л 8171' ф С08' д-л- в зт^ ф 8Ш^ ЭН-С С08^ ф 
или 

АВС^ 8171" ф С08^ ф -4- А^ВС ЗШ^ ф С08^ Э -4- АВ^ С 81П^ ф 8Ш^ Э _ 

{А зт^ф соз^э -+- в зт^ф згп^э -ь С соз^ф}^ ~ 

АВСзт^ф 

~ А зт^фсоз^э -ь В зЬг^фзш^э -+- С соз^ф 

для всякихъ ф и э: 

д^Р _ ВС соз^ ф соз^ 9 -^АС зт^ э соз^ ф н- АВ8т[ф 
др' ~ А згп^ф С08' э -ь Взт^ф зт^ э -^ С соз^ф 

для всякихъ ф п э. 

Такимъ образомъ видоизмененное д'Ьйств1е по Гамильтону оказывается 
всегда т1штит'омъ. 

Само собою разумеется, что при этомъ должно быть соблюдено еще 
основное услов1е (Якоби), чтобы гЬло въ крайн1й промежутокъ времени (<) 
не дошло или не перешло за кинетичепай фокусъ взаимной начальной 
конфигурац1И. Для этого какъ известно опредЬлитель 

^ ^^^ '^ - да 0^ д^ г)а ' 
составленный изъ неличинъ 

Ф = ? (^ «, ?) 

иредставляющихъ систему интеграло1п> паишхъ дифференцхальныхъ урав- 
иеп1й, соответствующую одному II тому же начальному значен1Ю угловъ 
ф и э ^), по должепъ равняться нулю въ тсченхе разсматриваемаго про- 
мел:утка времени. 

Мы будемъ разсматринать видоизмЬнонпое д^йствхе сп^е въ другой 
форм!., аналогичной Лагранлсевой форме начала наименьшаго действ1я, 
которое мы будемъ называть но аналог!» съ термнномъ проф. Д. К. Ьо- 
былет^а «ппдоизмененнымъ дейст1пемъ но Лагранжу». 

V N. <^егпо1^ 1. о.; иъ несколько ппомь ипд!-. это ус.101пс см. Д. К. Бобылевъ 1. с. 
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Обыкновенно ^) устанавливаютъ понятхе о наименьшемъ д^йствги по 
Лагранжу для гЬхъ задачъ механики, который соотв-Ьтствують началу 
Гамильтона ^ 

8 Г(Т + Ща1 = О, 
о 
въ которомъ: 1) время I не входить явнымъ образомъ ни въ Т, ни въ II, 
2) Т представляетъ однородную функц1Ю проивводныхъ д,, д,, д,... отъ 
координатныхъ параметровъ. Въ такомъ случае дифференщальныя урав- 
нешя движешя допускаютъ интегралъ живыхъ силъ: 

Т—и=Н, (12) 

при помощи котораго и преобразовывается начало Гамильтона, которое^ 
принимаетъ видъ 



■'I 



8 / 2Г е/< = о, 

О 

причемъ, какъ обратилъ вниман1е еще Якоби, время ( должно быть отсюда 
исключено при помощи (12), такъ что, положивъ Т = 2^^.0, найдемъ 
это начало въ вид4 

ь^ра^, = о, (13) 

гд-Ь 



Тогда получаюпцяся отъ вархировашя интеграла (13) уравнвн1я 

дР 

^~дд~ дР ^ (]д, 

какъ изв1^стно совпадаютъ съ дпфференщальпыми уравнен1ями, выводи- 
мыми и;гь начала Гамильтона. 

Мы распространимъ теперь это начало на случай, когда: 1) < не вхо- 
дить явно ни въ 1\ ни въ 17, по 2) Т не представляется однородной 
функцгей отъ производныхъ отъ координатныхъ параметровъ д/, а пред- 
ставляетъ сумму 3-хъ фупкц1й 

изъ которыхъ 1\ не содержитъ совершенно производныхъ отъ коорди- 
натныхъ параметровъ, 2\ — однородная функщя 1-ой степени отъ нихъ: 



^) с. ^асоЬ^. Уог1вз. иЪ. в., д. к БоОылевъ 1. с. 

о* 
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Т| =^ Л^^|^ в, Т^ — однородная функщя второй степени оть этихъ 

производныхъ. 

Начало Гамильтона представится зд'Ьсь въ вид%: 



(14) 



3 Г(Т, -ь Т, н- Т,-ь V) (И = 

о 

или положивъ Т^-^и ^=Т7^ 

г 

о 
Этому началу соотв'Ьтствуетъ интегралъ 

Т, ~и, = П (15) 

аналогичный интегралу живыхъ силъ и при его помощи мы можемъ пре- 
образовать подъинтегральное выражеше, какъ и въ предыдущемъ случае. 
Пусть 

Вводя въ (14) Г, изъ уравнешя (15) и полагая оЛ = О, мы приведемъ 
уравнеше (14) къ виду: 

о Лгт, -4- т,) ш = 

о 
или, исключая отсюда ( при помощи (15) 



я 






>=2,3... >=2,8. 



Чтобы доказать, что изъ этого начала мы получимъ тЬ же диффеенр- 
пдальпыя уравнешя, что изъ (14) мы зам'Ьтимъ, что совершенно гЬмъ же 
путемъ, какимъ мы уб'Ьждаемся въ справедливости (13) на случай Т 
однороднаго *) 2-й степени мы убедимся, что 

(11 0(// ~ V а (1и, \У о Ьд\) 

с/(1- ~ О Оси 

1) См. папр. Г. К. Сусловъ. Аыал. Мех. стр. 417-118, § 190. 
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^ _ V ^4 / _ ,^ - л/Ео_±А ^ 

Поэтому ураввешя: 

т д^ г-1,г....п, 

сл%дую1щя изъ начала (14) преобразуются въ уравнен1я: 

а /-./ рТ^П дв\ ^1^\_1/Ш^^ 

Л?. [V а дд,) "^ </2, \дд,)-У О дд, "*" 

-♦- 1/ Т7 1 -^-^-♦-^5- « = 2,3,...» 

V С/о -«- * дд, дд, ' ' 

очевидно отв^^чаюпця выражешю 

31.1 

8 Г [г V^а(г7о-^-л) ч- ф! <гг, = о. 

«0.1 

Применит эти разсуждешя къ нашему случаю, т. е. уравнешю (10 Ыз)* 
Мы найдемъ 

Г •■/ ^\^-^^^1:к-^^ 



^-^ с совф -^ {В — А) згпф згп 9 созд 



,^ 



А 8гп^ ф соз^ 9 -ь Взгп^ ф зт^ дн- С соз^ф 



дф = 0. 



гдЪ X, М, N величины, приведенныя на стр. 18. 

Составляя Лежандровское условхе *) -^^ = (положит, множитель) X 
X [{ВС соз^ф 003^9 -*- АСзгп^э соз^ф н- АВзгп^ф) (АСзгп^ф соз^а-^ 
н- ВСзгп^ф згп^ э) — (Р (А — ВУ з1п^ а соз'^ э згп^ф соз^ф) мы найдемъ, 

какъ мы видЬли на стр. 18, ^т > О- 



V А.Кпеэег. УагхаиопвгесЬпппд 8е11;в 60: если 6 / 1*'(р^ у, Я5)йа5=гО, гдЬ р:=1-^ ^ 
Лежавдровское услов1е т1п111тт'а ^-^ всегда > 0. 



-^ 22 — 



Такъ какъ, если 



Р(р} = [/ 1-^- рЪп -\- 2пр, 



то 



рт-*-п 



дР 



<^Р У1-^р^т-*-2пр 



д*Р _{1-^ р^чп ■+■ 2пр) т — (риг -+- «)' ^»* — »' 

Ор' ~~ (/-+-^)'ш-+-2«^р)% ~ (1-*-р^т-^2прУи' 

Такимъ образомъ и зд-Ьсь выполнено условхе сильнаго (з^агкев) ш!- 
шшиш'а, но само собою разумеется, что этотъ тштат распространяется 
какъ и въ первомъ случа'1 до блпясайшаго лишь кинетическаго фокуса 
взаимнаго съ начальною ковфигуращею ткпа. 

Возвращаясь теперь къ дальнейшему изсл^дованш начала (10) вве- 
демъ вместо э ц ф новыя перем^нныя, положивъ 



1 



1 



откуда 



у = — : а. = —т^вгпфзгпэ 
•^ УВ ^' УВ ^ 

ус ' ус ^ 



^, = = СОЗФ СОЗЭф' ^- —г:г= 81ПФ 81ПЭ э' 



(16) 



ль 



->7 = — = 81П Э СОЗфф -Ь —. — 8т ф С08 .9 э' 

М У В ^-^ у в 






1 



- 8\пф ф. 



Поэтому 



УС 

Аx:^ -^В1/-^Сг^ = 1. 



(17) 



(18) 



{'М^Ш^Ш=АЯС \ПВСС08^ФС08^.-. ЛС8Ш^Э ш^ф^ 

ч- ЛВ8гп'ф) -+- .У' (БСбш^о ч- АСсоь' .э) 8ш^ф -♦- 

- 1- 2э'фС (А — 7?) 8/я ф С08 ф 8Ш Э €08 .>} (19) 

Съ другой сторопы, мы видели, что, введя ж' въ выражете живой силы 



') Курсъ Апалпт. Механ. Д. К. Бобылева. 
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(2) изъ уравнен1я (3) мы найдемъ: 

V ч- (р*^ {ВС сов" ф сов" э -+- ЛСзгп'э соз'ф -ь ЛВ зЫ^ ф) 



2Т = 



Аз'т^ ф соз^э -н Вз'т^ф зт^ э -+- Ссоз^ф 

-^э^^С (Аз1п^фсоз^э-^В8гп'^фзт^э)'^2С(Л — В)э'ф' зтэсозэзгпфсозф 
Азт^ф соз'^д -н Взгп^ф з'иг^ э -+- Ссоз^ ф 

или, сравнивая это выражсше съ (19): 

и следовательно уравввн1е (10) можно представить въ вид%: 



(20) 



^ [[2- А'х' ч- ВУ -+■ С'г' "" '^ 



(И—Шж 



= 0, (21) 



которое приметь особенно простой видъ при / = О, т. е. въ предполо 
жеши. что постоянная площадей =0. когда оно будеть: 



О 



12 



А'х' н- В')/' -+- С'г" 



и 



(И = о 



(22; 



и въ этомъ вид^ это уравнен1е напомннаетъ начало Гамильтона для дви- 
жешя ыатер1альной точки по эллипсоиду (18). Мы сд^лаемъ это сходство 
еще бол^е р^зкимъ, если введемъ вместо I новую независимую перем^н- 
што т. положивъ: 

<зсИ = (/т, (23) 

гд-Ь 5 = (А'х' -ь ВУ н- С^г») . ^^, . 



Применяя правило Л1увилля, мы моженъ вместо задачи, соответствую- 
щей уравнешю (21), взять задачу соответствующую уравнен1Ю: 



/\Ш)'-{1^)'МШ) 



а/ 



у- Л) ЛВС I . .^ ,„, 



причемъ постоянную интегргиа живой силы въ новой задач* мы должны 
положить = 0. '). 

Такимъ образомъ въ этомъ случае задача о вращен1И твердаго ткла 



*| Дока')ательство см. НопгЬ К. I). 1 ап 431 *»>^ издаи1е 18У1;. (>гь него завм- 
ствуехъ ж ссылку на Л1уввл.тя в па Арр^'И'унСошргел иеп<1из 18112), прппвсавшаго 
"уго преобразование 1>агЬоих. 
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Такъ какъ, если 



Р{р) = [/ 1^ р^т -+- 2пр, 



то 



дР 



рт-^п 



Ф \/'1-^р'т-\-2пр ' 
д^Р _ (^ -*- Р^^ -+- 2^гр) ш — (рт н- пУ _ 1т — п^ 



Ор' 



{1-^р^т-^-2пр)'и 



{1'^р^т-^2прУи 



Такимъ образомъ и зд'Ьсь выполнено условхе сильнаго (з^агкез) шь 
штит'а, по само собою разум-Ьется, что этотъ шиитит распространяется 
какъ и въ первомъ случа-Ь до ближайшаго лишь кинетическаго фокуса 
взаимнаго съ начальною конфигуращею тЬла. 

Возвращаясь теперь къ дальнейшему изсл-Ьдовашю начала (10) вве- 
демъ вм'Ьсто э т ф новыя перем']^нныя, положивъ 



откуда 



у = = [X. = -= 8т ф 81П э 

^ УВ ^' УВ ^ 

УС ^ \/с ^ 



= :— созф созэф ^ — ^= 8(пф зтэ .У 

УЛ ^ ^ УА ^ 



(16) 



(И 



-- = —- 81ПЭ С08фф' -Ь ■- 81Пф С08 Э э' 



- = г- 8тф ф\ 



йЬ 



(17) 



Поэтому 



(18) 



Ах'' -^Ву^-^Сг' = 1. 

ч- АВзгп'ф) -+- .Я (ВС81?г'э -+- ЛСсой^^) 5Ш^ *" 

-« - 2э'ф'С (А — В) зт ф С08 ф 81и э сое .>} (19) 

Съ другой стороны, мы вид'Ьлп, что, введя ж' въ выражете живой силы 



*) Курсъ Аналпт. Мехап. Д. К. Бобылепа. 
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(2) И8Ъ уравнешя (3) мы пайдемъ: 

Р ч- ф^^ {ВС сов" ф сов" ,1 -4- ЛСзгп'э соз'ф ч- АВ зт^ ф) 



2Т = 



Аз1п* ф соз^д -н Взт^ф зт^э н- Ссоз^ф 

■•^'Э''^С (А8т^фсоз^Э'^В8гп^фзт^э)'^2С(Л—В)д^ф'з1пэ(юзэз1пфсозф 
А 31п^ ф соз^ д -^ в згп^ ф згп^ э -н Ссоз^ф 

или, сравнивая это выражете съ (19): 



(20) 



2Г = 



^ V -+■ ВУ -+- С'г' 
и следовательно уравнеше (10) можно представить въ вид%: 



У Ц2 • А'х' ч- Ву ч- С'г' "^^ 



(И—Шж 



= 0, (21) 



которое приметь особенно простой видъ при / = О, т. е. въ предполо- 
жети. что постоянная площадей = 0. когда оно будетг: 



о 



(22) 



И въ этомъ вид*]^ это уравнен1е напомцнаетъ начало Гамильтона для дви- 
жешя матерхальной точки по эллипсоиду (18). Мы сд'Ьлаемъ это сходство 
еще бол-Ье р^зкимъ, . если введемъ вм'Ьсто ( новую независимую перем-Ьн- 
ную т, положивъ: 

о(И = (1т, (23) 

гд* а = (Л V -н ВУ ч- (?г') . -^ . 

Прим-Ьняя правило Лхувилля, мы можемъ вмЬсто задачи, соотв'Ьтствую- 
щей уравненш (21), взять задачу соответствующую уравнешю: 

о 
причемъ постоянную интеграла живой силы въ новой задач'Ь .мы должны 
положить = 0. '). 

Такимъ образомъ въ этомъ случа-Ь задача о вращен1И твердаго гЬла 



*) Доказательство см. Кои1;Ь К. В. 1 аг*; 431 ((>-в издаи1в 1891). Отъ него заим- 
ствуемъ и ссылку на Л1у1шлля и на АрреП'я (Сотр1е8 11еис1и8 1802), прпписавшаго 
ото преобразован 1е ВагЬоих. 
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вокругъ неподвижной точки преобразована въ движете точки по эллип- 
соиду (18). При этомъ въ задач* о движенш твердаго гЬла постоянная 
площадей должна равняться О, а въ задач'Ь о движеши точки постоянная 
интеграла живой силы = 0. 

Р^шивъ задачу о движен1и точки, т. е. выразивъ всЬ элементы ея 
движенхя черезъ т мы вернемся къ переменной I по формул-Ь (23) какъ 
это будетъ объяснено на прим'Ьрахъ '). 

Но, применяя методъ Гамильтона-Якоби мы не будемъ нуждаться въ 
подобномъ преобразоваши, которое мы привели лишь какъ интерпрета- 
Ц1Ю уравнетя (22), такъ какъ легко видеть, что уравнеше съ частными 
производными Якоби-Гамильтона остается тоже самое въ задачахъ (2) 
и (23). Переходъ огь переменной т къ < особенно простъ, если эллип- 
соидъ (18) есть шаръ, т. е. А = В = С; тогда по уравнение (23) сИ 
и е^т отличаются лишь на постоянный множитель. • 

Формула (22) даетъ возможность во многихъ случаяхъ решить задачу 
о вращен1и т^ла, какъ мы это покажемъ на нЪсколькихъ прим'Ьрахъ. 

Примемъ для этого вместо прямоугольныхъ координатъ х^ у, ^^ эллип- 
тическ1Я координаты на поверхности эллипсоида (18) Х^ и Х,. 

Мы будемъ им^ть въ этомъ случае формулы: 

1 1(^\\ (^У^ 1^У\ - 1 1 (^1- ^1)^1^/^ ^ (Х-х,)Х,х,^^ | 

2 1и</ и<] и</1~8 1 ср(х,) ^ ^{\,) ] 

^V = -^ (С - Б -ь л (С — В) (X, -+- X,) -^А' {С — В) Х,Х,) 
ВУ = -^ (Л — (7 ч- ^5 (Л - С) (X, -+- X,) -^В'{А— С) Х,Х,) 
С'^в' = ^(В — А-^ С(В — А)(к,-+- X,) -»- С {В - А) Х,Х,), 

,рМ = (1-нх)(1-ьх)(^,--нх) 



АВСА = {С—В){А — С) (А - В) 
Отсюда мы иайдемъ 

^.й _з_ ^2 _ _ 

~А~^ В ^ С 
Л'х^ -н ву -4- С'л' = АВС\,\, 



.г' -Н у» Ч- «' = - -Ь 1Г -ь ^ -н X, ч- X, 



') Прим'Ьромъ такого перехода можегь служить преобразован1в въ задач! 
С. В. Ковалевской прилагаемое кь иастоящеыу разсужден!», а также въ задач* 
Н. ^еЬега (см. нашу статью въ Сборник* П. И. П. С. 1903 г.). 



(25) 
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Выражеше жнвой силы тЬла приметь видь: 

г ^_ ( (Х.-Х,)Х.Х/' _^ (Х,-Х.)ХЛ" 1 

/-8ХЛ1 ?(Х.) "^ <р(^,) 1 

_ ^ _ 1 (X, — X,) х ,х/ 
^-д\<-1 Х.Х,<р(Х,) 

_ ^ _ 1^ (X, — X,) Х,Х,' 
^^.-(?Х,'-4 Х.Х,9а,) 

Дифференщальное уравнеше съ частными производными будеть: 
Допустимъ, что 

^=^т\)-Ф0.)) = '!^1^^^- (27, 

л, л, 
Уравнеше (26) приметь тогда видъ 

Полный интегралъ будеть 



РV\, . }/- Ф(Х.) - ^ ч- с Гук • |/ 

'■= / ;= ;— <й, -Ь / 



-Ф(Х,)-^-4-(7 

-5 ей,, 



а интегралы дифференц1альныхъ уравнешй представятся въ видЪ: 
<^^ ^»/ср(Х,)»/СХ,-А-Х.Ф(Х,) 

, Г ^,^>^._ 

^ 1/9(Х,)1/СХ,-А.-Х,Ф"(Х,) 



2|/2^=2»/2(<-д= Г 



«Л. 



»/9(Х,)»/СХ,-Л-Х,Ф(Х,) 

^.у-^{\;)VСк,-ь-\ 



... -ф(^ 

Примеры: 
1) Положимъ 

ф (X) = С0П81 X X 

С/" = С0П81 X (/«'а;' -ь 5'у» ч- С^') = 

= сои8^ X {А X.' -н Б]!,' -ь С7V.»); (28) 
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мы получаемъ приведете къ ультраэллиптическимъ функщямъ задачи 
Вгип'а *) для частнаго случая, когда постоянная площадей = 0. 

2) Если мы положимъ: 

Ф (X) = С0П81 X X' 

II = сап81 X Х,Х2 (Х| + X,) 
или 

и= сап81 X {АК' + ^5,x.^ + СV.^) ( ~^- X.' + ~ ^/ + .1 ,^^ _ _1 _ -1 _ .1). (29) 

Задача, какъ видно изъ нашихъ формулъ, приведется къ ультраэллип- 
тическимъ функщямъ. 

Такимъ образомъ на основаши (28) и (29) мы можемъ заключить, 
что при потенщалахъ, равпыхъ 

А) и, = сопзЬ X (Л сов'' {гЕ) -^ В соз' (^У) -ь С соз^ {гг)) (^ 8ш^ (^2) ч- 

Н- -^ 5Ш^ (Л") Н- у7 ^^ГЬ^ (^^)) 

В) Л^ = сот1 X (Л 008" (^3) ч- В со8' {^Г)-+- С С08\^г2)) ( ^ ш' (гЕ) -ч- 

или вообще пч гг тт 

гд* тип как1я угодно числа, задача о вращенхи гЬла приводится къ 
ультраэллиптическимъ функщямъ при- поопоянной площадей = О и сле- 
довательно въ этнхъ случаяхъ можно г\ ргхог! предсказать существован1е 
4-го алгебраическаго интегргиа. 

3) Положимъ ^^^^^ 

Ф (^) = -^- ' 

въ этомъ случа'Ь потенщалъ равеиъ 

- 5//^^ (гЗ) -4- 17 5?^ {гУ) -\- ^8ш''{г2) 
С0П81 X - ^ ^^^, ^-щ-ц_ ^.-^:^^у ^ , СС05' {г2) ' 

Если эллппсоидъ инерщи есть эллипсоидъ вращеп1Я т. е. Б=С вместо 
эллиптическихъ координатъ удобн-Ье всего, сл-Ьдул Якоби ^), ввести коор- 

^) Двпжеихе твердаго гЬла, всЬ точкп котораго притягиваются ]■]- ра.'зстоя111ю къ 
и'Ькоторо!! неподвижно!! нлоскостп, проходящей черезъ неподвижную точку (см. 
АрреИ. Тг. (1. М. Ка1. аП. ЬЩ, См. также КоЫ). БиПеНп с1о усченсен ша1;11ста1:и[ие8 
Г. XXIII. Съ тЬмп же уравнон1ямп мы встуИ^тимся въ теор1п вращеп1я твердаго ткча 
въ жпдкостп. 

-) Уог1ек«ип^:^он иЬег Бупапик, 81. 218. 



, .4 _- 1; I 5 

1 -4 — /■■ • *^ 
Тот 

1<гх» <?*,= ^:г .- : .4 с' .4 



.4 
^^-^ -*- Р'1Г ч- С*г' = — К- .4 К 



.4 ^ "» 



н С1^дов1тельво 



"1.4 "• ^1 ( /,• < ^И 

-^2 .4-Ь> (л>-^^Ь-- 
Ояевкхно. что. если 

^>• -^ '^» 

гд4 /Г^! какая угодно функд1я отъ :?, задача по паптмг ф^^рмудамъ при 
ведется еъ квадратурамъ. 



ГЛАВ Л 111. 

Выводъ результатовъ главы 11 изъ другихь 

соображен! й. 

Покажемь теперь, что век лшш 8аключои1Я можно имности иаь диффо 
ренщальныхъ уравненШ вращеп1я твордаго т1иа, тштмхг нь формЬ 1)Йлора 

Мы можемъ предположить 1Т функшой огь X., |а., V. (такь кпкь 
уголь ж по условш въ и не входить) и тогда уриипоп1Я лиижо1пи мс» 
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гутъ быть, какъ известно написаны въ видЪ: 

. Ар _ ^^ ди дП 



М 



&^ 






(1) 



Бъ которыиъ мы должны прибавить 3 дифференщальныхъ ураввешя, свя- 
вывающихъ X,,, |д.., V,: 






(2) 



Выведемъ теперь точку 



''-VА' ^""1/5' "-Vс 



тогда ураввешя (2) примутъ видъ: 






аг 



1 



{Адх\/Б — ВруУА) 



(3) 



<и улвс 

Въ нашихъ предположен1яхъ васчетъ потенщала Т1 дифференцхальныя 
уравнешя вращен1я допускаютъ интегралъ площадей 

А \^хр -\- В у/Б' У? -•- С \ГСгг = сотЬ = I. (4) 

Р^шая (3) и (4) относительно р, ^, г, мы найдемъ выражен1я 

А1х Сгу' — Вуг' 



УАр = 

Vв^ = 



В1у 



/АВС 



Ахе' — Сеа} 



уАВС 



о 9 



гдЬ 



(5) 



а = А'х' -ь Ву- 



Ог\ 
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Подставивъ теперь выраженхя (5) въ уравнешя (1), мы навдемъ три 
дифференщальныхъ уравнешя 2-го порядка для х^ у, а. Разсмотримъ 
1-ое изъ этихъ уравнетй 



РаздЬляя на АУВС и умножая на а', получимъ: 

н- о (СгУ — Вуг") \/АВС -л- {С — В) ^у<<з у'ЛЛС — 



X 



— 2 {Сгу'—Вуг') {А^хх' -\-В*уу' ч- С^гг') \^АВС = 
= {В - С) [з 1'^У и- рт^- [В1у {Вух' - Аху') н- С1л {Ахг' - Слx^)} ч- 

н- (Ах.' - С^х') {Вух'-Аху')\ ч- -^у^ (^1 V. - ^^ ^) (6) 

Зам^твиъ теперь, что 

1) {Ахг^ — Сгх') (Вух' — Аху') = Ах.Вух'^г' — СВиух" — А'х^а'у' ч- 

ч- АСхгх'у' = (т. к. Ахх' = — Вуу' — Сгг') = 
= — Сг.Ву (х" -ь у" ч- г") — о;гУ, 

2) (В — С){ В1у (Вух' — Аху') ч- С1г {Мг^ — Сгх') \ = 
=.{В— С) { Ву1х' — АВ1хуу' ч- Аахгг' — С^гЧх' ) = 

= (ВУ—ВС'л'— СВУ ч- С'г')1х'-+-Ах(С—В)Вуу'1-^Ах{В—С) СггЧ. 
Поэтому уравнеше (6) приметь видъ: 

^ {А1<зх' — 2 Л 'ж' 1х' ч- а \^ЛВС {Сгу" — Вул") — 



Уавс 



— 2 {Сгу' — Вуг') {А^хх' ч- В^уу' ч- С'^г') |/^1^С} = 
= (Б— С) ^ -ь ^Д=-. {(В^' - ВС г' — СВУ ч- СУ) 1х' ~ 

-Ах(С-^В)Ах.хЧ}-(В-С)Ву.СНх''-^у'-^^")-^ 1>>к' (^^ '' ~ '^^ ^) 



или 
1 
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1х'{Л^х'{С-*-В — Л)ч-ВУ(Ач-С—В)-^-Сл-{А-^-В—С}}- 



\/ЛВС 

-ь а {Сау' — Вуг") — 2 {Сеу' — Вуг') (Л'хх' ч- В'уу' ч- С'гг') = 

= (Б— С) ^^ — {В—С) Сг.Ву(х"-л-у"-*-г") ч- 






или раздоя на Ву .Сг . а' и, обозначая: 

Л^х-" (С-нВ-А)ч- ву (Л-^С — В)-^С'л'(Ач-В—С) = ь> 

и зам^тивъ, что 

ах' = Сг (Слх' — Ахл') — Ву {Аху' — Вух') 

дП дП ^/С дП ^/В дП 

д^^-К^' = Vвду'-VсЪ^ 

МЫ получимъ уравнеше: 

1 11ф {Сгх'-Ахг') -- а у'\ 

У7Ш \ ^^ -^ ^ ^^^ ^ а I -^ 

^Ву 

1 _^ _1 1 _\_ а "" I _ дП _1_ _ 

"*" 2 (И^АВС 2 (?у "с^ у ЛДС ~ 

УАВО 1 д _ ''<^ 

^' Л.Г'' -4- у" ч- У' 

о - , , о 



2 _ о ] 1 Ч о_ ^ _ дГ 1 

"^^(^г"^5С 2 (Уг дг АВС' 

С> 

Два друпя диффереищальныя уравнения получаются изъ этихъ кру- 
говой» перестановкою буквъ. 
Поэтому, обозпачивъ 

.у (.'•" -«■ у'= ч- е"-) 

А ВС ~ - - - - - — — 'Ъ 
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мы ыожеыъ написать дифференхральныя уравнен1я вращен1я въ вид'Ь: 



дх 



(И 



-Ч-^~';Ш-у^^' 



\Ах (7) 



съ 2-1СЯ аналогичными уравнешями для у и для ^гг. 

Легко показать, что эти уравнен1я какъ разъ соотв-Ьтствують уравне- 
шю (21) II главы, т. е. 



V 1 . 2 А'х' ч- В'у' ч- С'2' ч- О I сгг - 



Ыж 



= (8) 



гл!^ вм'Ьсто Лж должно быть подставлено его выражеше (9) II главы, 
которое въ перем'Ьнныхъ ж, у, ^ приметь видъ 



Лж 



1-л/АВС ( У ( Д^^' - ^^^') -^ ^ (ВУ'' - (^^У') \ 



I 



/ 



Ф 



-а~^^^^'оих'-нБу»)' 



гд* 



Ф = у (С^ж' — Ла:;?') -н X {Вуе" — Сгу% 
такъ какъ легко пров'Ьрить, что 
1 И Н / Ф \] <^( <^ \ Ц>(-В ».г'— С^у') 1_ 



1_ЫМ/ Ф \)_^( Ф \ ыу{А ху'—Вух ') 

'' Сг\сИ\дг^\з{Ах^-\-Ву'''))] дг\я(Ах'-^'Ву^)) "о' 

откуда и видно, что уравнен1е (8) какъ разъ приводить къ уравнешямъ (7). 
Соотношен1я же (9) проверяются тоже непосредственно: посл4 умно- 
жетя ихъ на о' (Ах^ ■+- Ву") он* легко приводятся къ виду 

^-{уг' [А'х'(С-1-В— А}-^ВУ-{С- В-л-Л)-^ С^(Л - Б - 6')) - 

— 2гу'С{А^х- н- В-1Г) - - ( Л^ ч- Бу) [Вуг' — Слу')\ = 

" I 

= -^ - !а;г' {ЛЪ-» (А — В- С) + Ъ'^/- (Ь' - А — С) -ь С'г' ( .4 - Бн- С')1 — 



(9) 
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— 2гх'С (Л V -ь ВУ ) — I {ЛЧ' ч- Б^) {Сех' — АхЛ = 

— Чг^О{АЧ^ н- БУ) — ^ (ЛV ч- Б'у») (Бу^' — СгА . 
Принимая во внииате, что 
— 2 С^у' (^»ж= -«- БУ ) = {2 Сгх< .Ву — 2Сгх. Ау'] Ах-*- 2 Ог* . В/^у 
2 Сгх< (А'х' -ь В'у') = {2Сгх'.Ву — 2 Сгх . Ау'\ Ву—2 0^. А^л 
и вычитая, и прибавляя къ 3-му изъ уравнен1й (10) по 

\2Вух' .Ву — 2Ая. СхгУ) Сг 
мы приведемъ ихъ по сокращен1и па 

0) = Л'ж' (С -»- В — А)-\- ву (Л ч- С - В) -ь Си' (А -*- В — С) 
къ виду: 

ау;1 '—(Ах^-*-Ву^КВуе'— Сгу') _ — хгЧ — {Ах^ -л-Вг/) ( Сгх' — Ахг') _ 
Ах Ву 

_ о (ху' — ух!) — (А х' - ь Ву^) {А гу< — Вух^) 
~ "" ""Сг 

что очевидно, такъ какъ 

1) (А'х' н- ву -ь Сг') уг' — {Ах' ч- Ву') {Вуг/ — Сгу') = 

= (Л V -■«- (7^ — Л1?х») у/ н- {Ах' -+■ Ву') Сгу' = 
=:Ах\{А — В) ху1/ -ь Сг {ху' — ух')\ ; 

2) —хг'а—{Ах'-^Ву') {Сгх!—Ахг')=Ву{{А—В)хуг'-^Сг{ху'—ух')]\ 

3) 3 (а;у' — ух') — {Ах' -ь Ву') {Аху' — Вух') = 

: Сг{сг(ху'-ух')-.^-^^^^^^^:^!^^^ = 

= Сл^{С^ {ху' - //:^^') -+- (Л - В) ухг'\ . 

Такимъ образомъ и этимъ путемъ мы приходимъ къ одному п тому же 

результату. 

Мы сд'Ьлаемъ теперь сл-Ьдующее важное для пасъ замтьчанге, 
Уголъ ж отсчитывается отъ неподвижной плоскости 20х до плоскости 

проходящей черезъ неподвижную ось Ог и подвижную 0^, но въ ура- 
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внеши (8) (или (21) II главы) его можно отсчитывать отъ плоскости :гох 
до плоскости проходящей черезъ Ог и какую угодно неизменно связанную 
съ твердынь т^Ьломъ (и проходящую черезъ неподвижную точку) прямую. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, стоить только сь этой прямой совместить одну изь 
осей неизменно связанныхь сь гЬломъ {02), чтобы получить этоть резуль- 
татъ, такь какь видоизмененная фупкщя Лагранжа будеть тогда какь 
разь содержать производную отъ новаго угла Гт. е. члень — /-^] и сле- 
довательно переходя къ старымъ осямъ мы получимь дополнительный 
члень въ требуемомь видЬ. 

Живая сила въ новыхь осяхь конечно, вообще говоря, будеть им^ть 
более сложный видь такь какь оне не будуть главными осями инерщи, 
но на способь видоизменешя Лагранжевской функщи и на окончательный 
видь результата это не влхяетъ. 

Хоть же результать можно получить изь следующей простой леммы: 

Лемма. Если /"(о;,, х^^х^ .... х^, х\, х\^ .... х'^ есть полная про- 
изводная по I отъ некоторой фуйкщи Т (а:,, х^^ х^^ .... х,^ т. е. 



/ (^1 ) ^2» ^3' • • • • ^Я9 ^1 ? ^ а? • • • • ^ л) л 



дх^ 

»=1 



х\ 



то фупкщя /"(д^р .... х\ ....) удовлетворяеть соотношетю: 

Л дГ дГ 



Л1 дх!. дх. 



(П) 



Въ самомъ деле: 



(II дх 



\ ~ (И дх, ~ дх,\<и) ~ дх,' 



Эта лемма очевидна и изь следующихъ соображешй: 
Возьмемь I, 

где <о и ^ некоторыя постоянныя и предположимь, что для 

< = <о и < = ^, все од:,. = о 



о 






а развертывая эту вархащю по правиламъ вархащоннаго псчисленхя, мы 
получимь при данныхь условхяхъ уравпешя (И) *). 

^) Этпмъ путемъ доказана эта .леммма въ бо.тЬе общемъ вид* Ь. Коп158Ьегдег'омъ 
(См. его СЬег Рппс1р1еп с1ег МесЬшик ЯегГе 10 — 17). 

Г. Колосовъ. 3 
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Поэтому результаты нашего изсл'Ьдовап1Я мы можемъ выразить въ 
сл-Ьдующей форм4; 

Быразимъ при помощи интеграла площадей въ плоскости перпенди- 
кулярной некоторой неподвижной въ пространств* оси {о^г) и 3-хъ дпф- 
ференц1альныхъ уравнепШ ') свлзывающихъ продкц1и угловой СЕоростн 
тЬла на 3 неизм'кипо съ нпмъ связапныя оси съ косинусами угловъ, 
образовапныхъ этими осями съ предъидущей осью (ог) и ихъ (косинусовъ) 
производными по времени — проэкц1и угловой скорости на неизменно съ 
гкпомъ связаппыя оси (^р^ д, г) черсзъ косинусы и ихъ производныя. 

Введемъ вместо этихъ 3-хъ косинусовъ (X., |1,, ^^ два параметра е^^ е, 
черезъ которые эти косинусы могутъ быть всЬ выражены (напр. 
2 угла э и ф). 

Такимъ образомъ проэкщи угловой скорости (р, д, г) окажутся вы- 
раженными черезъ 2 параметра е,, е^ и ихъ производныя по времени е',, е\. 

Подставимъ эти выражешя въ дифференц1альпыя уравношя Эйлера 
вращательнаго двилсешя тЬла вокругъ неподвижной точки (1). 

Мы получимъ такимъ образомъ 2 уравнен1я 2-го порядка для 61 и в,, 
которымъ можно дать следующую интерпретацж): 

Возьмемъ въ гЬл* какую нибудь неизмЬнпо съ пимъ связанную пря- 
мую ^2: пусть во время (И эта прямая поворачивается вокругъ оси Ол^ 
па уголъ (1ж (подъ угломъ поворота мы разум'Ьемъ уголъ образованный 
2-мя плоскостями проведенными черезъ 0^ че])езъ 2 прямыя проходя- 
щими черезъ О ||-по 2-мъ положеп1ямъ пашей прямой). 

Тогда совокупность 2-хъ составлеппыхъ па для г, и е, уравпенШ 
2-ого порядка, соотв'Ьтствуетъ урависп1ю: 

о Г((Тч- П) (1( — Мж) = 

I.. 

гд+> г живая сила т-Ьла. а / постоянная интеграла площадей. 

Если мы обозначимъ черезъ а, ^3, у косинусы угловъ, кот01)ыс об])азустъ 
съ осями инерщп паправлеп1е разсмат1)иваемо11 11еи;зм1пио связанной съ 
тЬломъ прямой, то 

(1ж = ^^^-~^' '^^' "* ^''' ~ ^^^^'' "^" '^^' "*" ^^'- ^ ^ ^^' " * ^'-'- "^ "^'" * г/1 ' 
1 — (^л^ ч- (^(л^ ч- -рл Г' ^ ^' 

Ук^къ прим'Ьръ мы разсмотримъ лви;1:(мпо симметричиаю гироскопа вокругъ 
какой пибудь точки па оси симметр1и. 



^) т. с. дпфферспц1а;1ьпихъ з'Р"""^*"*" '-* '^'Р- -'**• 

*) Ото »1Л1»11Ж0И1(» можс'гь иыть иппигаио сралу при помощи формулы кинематики 
(1ж _ рКг -\' ^\^: (прп:)кц. угл. па ог) — (11ро:)Кц. угл. оки|). гк. на ОХ) X Со^:^^ 



35 



Мы ии^еиъ въ этоиъ случае уравнен1я: 



Л%=(С-Л)гр- 



РК 



От 
А1 



= 






т\ 






(12) 



(13) 



Если при помощи интеграла 

Л (р\ чг д[1.) -I- Сг^», = I 

и 3-хъ дифференщальныхъ ураввешй (13) набдеиъ р, д, г и подста- 
вимъ ихъ въ (12), то приденъ къ 2-11ъ ураввен1яш> 2-ого порядка отно- 
сительно угловъ 9 и. ф соотв^тствующихъ выражетю 



Зам-Ьтимь, что въ даняомъ случа* въ потенщалъ ?7 не входить и уголъ э, 
который при этомъ не входитъ и въ Т, такъ что мы им4емъ еще инте- 

гралъ 

дТ 
- = 1 = Сг 



дэ' 



(14) 



при помощи котораго можно также видоизм'Ьнить функцш Лагранжа. 

Воспользовавшись пнтеграломъ ( 1 4), мы можемъ при помощи уравне- 
н1й (13) выразить р, з, г черезъ ф^ и о/с^. 

Подставивъ эти выражен1я въ (12) мы найдемъ 2 дифференц1альныя 
уравнешя 2-го порядка относительно ф и ж, соотв-Ьтствующихъ выражетю 



8 Г(Гн- Г—1,э') (11 = 0, 



(15) 



гд-Ь 9' дол;кно быть исключено при помощп уравнешя (14), такъ что 

3* 
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Поэтому результаты нашего изсл'Ьдовангя мы можемъ выразить въ 
следующей форм*: 

Выразимъ при помощи интеграла площадей въ плоскости перпенди- 
кулярной некоторой неподвижной въ пространств-Ь оси {оя) и 3-хъ диф- 
ференц1альныхъ уравнешй ^) связывающихъ проэкщи угловой скорости 
тЬла на 3 неизм^^нно съ нимъ связанныя оси съ косинусами угловъ, 
образованвыхъ этими осями съ предъидущей осью (ог) и ихъ (косинусовъ) 
производными по времени — проэкщи угловой скорости на неизм^^нно съ 
гкпомъ связанныя оси {р^ д, г) черезъ косинусы и ихъ производныя. 

Введемъ вместо этихъ 3-хъ косинусовъ (Х„ |1„ V^ два параметра е,, е, 
черезъ которые эти косинусы могутъ быть всЬ выражены (напр. 
2 угла 9 и ф). 

Такимъ образомъ проэкщи угловой скорости (р, д, г) окажутся вы- 
раженными черезъ 2 параметра е,, е^ и ихъ производныя по времени е'„ е\. 

Подставимъ эти выражешя въ дифференцхальныя уравненхя Эйлера 
вращательнаго движешя т-Ьла вокругъ неподвижной точки (1). 

Мы получимъ такимъ образомъ 2 уравненхя 2-го порядка для ^1 и е^, 
которымъ можно дать следующую интерпретац1ю: 

Возьмемъ въ ткл-Ь какую нибудь неизменно съ пимъ связанную пря- 
мую ^2; пусть во время (И эта прямая поворачивается вокругъ оси Ол: 
па уголъ (1ж (подъ угломъ поворота мы разум'Ьемъ уголъ образованный 
2-мя плоскостями проведенными черезъ 0^ черезъ 2 прямыя проходя- 
щими черезъ О ||-но 2-мъ положен1ямъ нашей прямой). 

Тогда совокупность 2-хъ составлеппыхъ на для в, и е, уравненШ 
2-ого порядка, соотв-Ьтствуетъ уравнеп1ю: 

<.. 

V) (П — Ыж) = О 

А. 

гд-Ь Т живая сила гЬла, а / постоянная интеграла площадей. 

Если мы обозначимъ черезъ д, |3, у косинусы угловъ, которые образуетъ 
съ осями инерщп иаираБлеп1е разсматриваемо11 неизм'Ьшю связанной съ 
тЬломъ прямой, то 

р\, -ь (/|л, -»- гл — {аХ, -н 1-1|х, -4- р,) {ар -4- [5^ -^ ^г) , 
аж = — — — ; — 7"> .~~о — : — 7'1 "^ )• 

1\акъ прим'Ьръ мы разсмотримъ движеп1с симметричнаго гироскопа вокругъ 
какой пибудь точки па оси симметрш. 



ь/ат 



*) Т. е. дпфференщальныхъ уравпонйг (2) стр. 28. 

*) Это ьыраже1по можетъ быть паппсапо сразу ири помощи формулы кинематики 
{1ж рХг -♦- д\1.г (проэкц. угл. на ог) — (проэкц. угл. скор. ск. на ОХ) X СозгХ 
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Мы им'Ьеиъ въ этоиъ случае уравнен1я: 



Л%={С-А)гр 



Рк 



ал- 



О 



аг 


— \^ 




ак 


= »'|*. 


— !/\ 


аг 


= Р\ 


-'•X. 


аг- 


= 2К- 


-Ж 



(12) 



(13) 



Если при помощи интеграла 

и 3-хъ дифференщальныхъ уравнешй (13) найдемъ р^ ^, г и подста- 
вимъ ихъ въ (12), то придемъ къ 2-мъ уравнешямъ 2-ого порядка отно- 
сительно угловъ э и ф соотв^тствующихъ выражетю 



\П 



т.и-1'^)ш = о. 



Зам'Ьтимъ, что въ даняомъ случа* въ потенщалъ Л не входить и уголъ э, 
который при этомъ не входитъ и въ Т, такъ что мы им4емъ еще инте- 
гралъ 

--=/, = Сг, 



дэ' 



(14) 



при помощи котораго можно также видоизменить функщю Лагранжа. 

Воспользовавшись пнтеграломъ ( 1 4), мы можемъ при помощи уравне- 
н1й (13) выразить р, з, г черезъ ф' и ж^. 

Подставивъ эти выражешя въ (12) мы найдемъ 2 дифференцгальныя 
уравнешя 2-го порядка относительно фкж^ соотв-Ьтствующихъ выражешю 



Г(Г-4- 1'—1,э') а( = о, 



(15) 



'д-Ь 9' долл^но быть исключено при помощи уравнешя (14), такъ что 

3* 
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уравнеше (15) приметъ видъ 

и 

который легко проверить непосредственно. 

Наконецъ, можно заразъ видоизменить Лагранжевскую функщю, какъ 
при помощи интеграла (14), такъ и при помощи интеграла площадей. 
Мы придемъ для переменной ф къ уравнешю: 

о С {Т-^и — Ы — 1^э')сИ = 0. 

о 

Въ частныхъ случаяхъ: / = О, /, = О или / = /, = О какъ мы видЬли 
уже въ глав* I (стр. 10 — И) видъ видоизм'Ьненыхъ уравнешй особенно 
простой. 

ГЛАВА IV. 

Объ одномъ приложен1и преобразован1я Якоби для 

перехода отъ одной канонической системы диФФерен- 

ц1альныхъ уравненШ къ другой къ задач'Ь о видоиз- 

м'ЬненХи Функц1и Лагранжа. 

Предположимъ, что условхя движенгя твердаго гЬла остаются гЬми 
же какъ и въ главахъ II и Ш, ^ а именно, что дифференщальный ура- 
внен1я движешя допускаютъ интегралъ площадей въ плоскости _\_-ой къ 
некоторой неподвижной оси -г^-овъ, т. е. что существуетъ интегралъ 

но представимъ себ*, что мы пожелали составить дифференцгальныя 
уравнен1я, которымъ удовлетворяютъ одни р, 2, г (безъ Х„ {х„ ^^ по- 
добно тому какъ въ глав-Ь III мы составляли дифферепщальныя уравнетя, 
которымъ удовлетворяютъ одни Х^, (х,, V^ и для этого стали бы решать 
систему уравнешй (1) и интеграла (4) относительно Х„ {1^, V., а полу- 
ченныя выражен1я подставили въ уравнен1я (2). 

Такое преобразоваше весьма удобно тогда, когда эллипсоидъ инерщн 
есть эллипсоидъ вращешя т. е, А = В и за переменный параметры взяты 
моментъ количества движенхя гЬла. 



УЛУ -+- В'2' -ь С'г' 

и проекц1я его па одну изъ осей (напр. 2) Сг. 

Мы сначала не будемъ предполагать А =^ В и дадимъ общ1я фор- 
мулы перехода къ новымъ перемЬннымъ, предположивъ, что эти новыя 
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перем^нныя ия V функщи отъ этихъ параметровъ (въ чостномъ случае = 
этимъ параметрамъ). Поэтому мы можемъ предположить 

ЛУ -ь В'2' = Р {щ V) 



Сг= Ф(и,у) ' 

гд-Ь Р т Ф знаки какихъ угодно функщй отъ инь. На основашп фор- 
мулы (5) II главы (стр. 15): 

41 ^ Т.2 2 1 {I — Рэ СОЗфУ 

Сг = р,. 
Введет» теперь вместо ф я э новыя перен'Ьнныя (1), положивъ 






(2) 



Составимъ фушщцо, частныя производныя которой по э и по ^ равны 
р, и р^ 11 для этого изъ уравненхй (2) найдемъ 

р, = Ф {и, V) 

р,^ у Р(и,V) ^г^ , 

мы можемъ теперь за эту функц1Ю взять 



/ -/;ч л/ ч Сл/т.1, ч (^— Ф(», *')С08 5^)» - 

^^и,V,э,ф) = Ф{и,V).э-^^ у Р(и,V)-^- ^ф^ ^ ('ф. 

Перейдемъ теперь по Езв'1стному правилу Якоби *) отъ старыхъ ка- 
ноническЕхъ перем^нныхъ 9,ф, р, , р^ къ новымъ»,^, р^,р, по фориуламъ 

Р> = -^э ^ Ф («, «') 

_ Лр _ дФ 1 I ди " 8«я' ф '^'* /7/Л 

^'~ ^^~" ^<^ 2 / - / ~~ ' '~ (Г^^ф(и, V) сов ФУ ^' 




*) «Ме(;Ьо(1т18 поуа е^иаШпе8 сиЯегеп11а1е8....> СгеПе 1;. 60. 
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Квадратуры стоящ1я во второй части легко выражаются при помощи 
логариомовъ (при интегрироваши на г^ и на г; вш смотримъ какъ па 
постоянныя). 

Этимъ путемъ можно напр. легко свести къ квадратурамъ случай вра- 
щешя тяжел аго тверд аго т^та вокругъ неподвижной точки указанный 
Д. Н. Горячевымъ и получить формулы С. А. Чаплыгина, выведенныя при 
помощи тгЬченнаго имъ для этого случая 4-го алгебраическаго инте- 
грала. Въ этомъ случа* мы им-Ьемь относительно моментовъ инерщи условхе 

А = В = 4, С = \; 1 = 0, 

а центръ тяжести лежитъ въ плоскости равныхъ моментовъ инерщи М. 

Предполагая, что ось г-овъ взята въ направленги силы тяжести, мы 
можемъ представить потенщалъ ея въ вид4: 

и = аХ,. 

Дифференщальное уравненхе съ частными производными Якоби им'^етъ 
въ этомъ случа* видъ: 

Возьмемъ въ формулахъ преобразовашя (2): 

ф (щ V) = г (и -+- V) 
р (и, V) = 4иV. 



Мы найдемъ: 



р, = г (ее -+- V) 



Рф = V 4ш' -+- (ге -+- г' )- Ыд' ф 



2V -ь (и -ь V) соР ф , . 



1д [а созф |(г -+- и) Шд ф -ь у\иV -н (// -ь V)'^со^'' ф] -+- 2иа81Г1 ф\ 

/2и -+- (и ч- г') со1^ ф _ ^. 
— : — г,=-^' - (1ф — — ^э -ь 
V \^^V ч- {и -ь V)^ со1' ф 



Рг = — 9/ 



-\- 1д [а С08 ф [{V -^ и) со1дф -ь \ 4ию н- (;и -ь г;)^ €01^ ф>} ч- 2ьа згп ф] 

(при надлежащемъ выбор* постоянныхъ иптегрировашя). Отсюда мы най- 
демъ формулы: 



V) Этотъ случай зам1>ченъ Д. Н. Горячевымъ (Моск. Сб. 1900 г.) Квадратуры 
его дапы С. А. Чаплыгинымъ (Труды II. О. Л. Е. 1901 г.). 
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и 



(39) 



^Р^-^гэ = асо8ф[{у-\' и) со1д ф ч- V^4?^г;ч-(гГьг7)' со1^] -*- 2ьи зш ф 
Отсюда: 

7Г-, : = — зт фе~^' = — зги ф соз э -к г зт ф зт а = X, ч- т. 

и 

^ ~ -. — -■ - -^г-:-.= г—^ = СОЗ ф = V,. 

а {V — и) {(V -4- и) со1дф -+- у -^иь ч- {и -н V) ^со1д^ф\ 
Но е'-' _ __1!}гЧр2 

а ( (г; ч- г^) с(><^ ф -^ V 4|«г; ч- (г^ ч- г)^ со^й'- ф)) 

такъ какъ^ перемпоживъ (39) мы пайдемъ: 

^2{э-\-р^-\-Р^ = «^ ( (у -ч- гО со< ф ч- »/~4е/г; ч- (^^ ч- г)'' со^" //>)-'. 
Поэтому 

1 — гоз^'ф = I — V 2 = ~ Г2- Оге-Ри — ь-е-^^г ) 

^ ^ {и — 1^ ^ ^ 

и 

^* X, ч- /[А, (г^ — «;)^ ^ ^ 2а {V — /г) 



п'е—Ри — |;*в— Яг 



И следовательно 



а I 1 е^'- — е'^" , и^е-Ри — п'е-Рг \ 
2 1 2а и — V и — V \ 

Поэтому уравненхе живой силы въ новыхъ перем'Ьнныхъ будегь 
им-^ть видь: 



1 _ ^^ 1 с^- — е.Р^ ч- 4а^ (|^е''Ри — V'е-Р^) 

и — V 



— ^{?^^ч- г^V-\-V^\ ч . - - - =^ к 



или 



— (и' — V') ч- I- (е'^" — е^'^ ч- 4а' (и'е-Ри — г;^е-/'г) ) = 2Л (|^ — г). 

Уравненхе съ частными производными въ новыхъ перем'Ьнныхъ при- 
меть сл4дующ1Й впдъ: 

/ 1 ^ _^^ \ / 1 ^^' -- \ 

( _ и^ -\ - -^ е'^н _^. 2 а^гг е ^" — 21ш\ — ( — у' ч- ^ е ^ ч- 2а^V^е ^' — 2кь^ I = 0. 
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Квадратуры стоялця во второй части легко выражаются при помощи 
логариемовъ (при интегрированш на «« и на г; мы смотримъ какъ па 
постоянный). 

Этимъ путемъ можно напр. легко свести къ квадратурамъ случай вра- 
щетя тяжел аго тверд аго т^ла вокругъ неподвижной точки указанный 
Д. Н. Горячевымъ и получить формулы С. А. Чаплыгина, выведенныя при 
помощи зам'Ьченнаго имъ для этого случая 4-го алгебраическаго инте- 
грала. Въ этомъ случае мы ижкеиъ относительно моментовъ инерщи услов1е 

А = В = 4, С= I; 1 = 0, 

а цептръ тяжести лежитъ въ плоскости равныхъ моментовъ инерщи М. 

Предполагая, что ось г-овъ взята въ направленхи силы тяжести, мы 
можемъ представить потенцхалъ ея въ вид*: 

Дифференщальное уравнен1е съ частными производными Якоби им'^етъ 
въ этомъ случа* видъ: 

Возьмемъ въ формулахъ преобразовашя (2): 



Мы найдемъ: 



ф (и, V) = г (г1 -+- г;) 
р (и, V) = 4иь. 

р, = г {и -+- V) 



Рф = \ Ли1 -+- {и -+- V)' Ыд' ф 

/2V -\- (и -\- V) соР ф , .. 
у4иV-^ {и-\-Vу<о^''ф 

1д [а €08 ф [{у -+- и) со1д ф -ь \/~А.иV -н [и ч- Vу со1'' ф} -ь 2иа81п ф\ 

/2и н- {и ч- V) со1^ ф _ ,. 
V 4.11У -+- (и -ь Vу со1' ф 



-^ 1д [а созф [(V -^ и) Ыдф -ь ]/4^<^ н- {^н -ь VУ соР ф\ -ь 2уа згпф] 

(при надлежащемъ выбор* постоянныхъ интегрировангя). Отсюда мы най- 
демъ формулы: 

\) Этотъ случай зам-Ьчонъ Д. ТГ. Горячевымъ (Моск. Сб. 1900 г.) Квадратуры 
его дапы С. А. Чаплыгинымъ (Труды II. О. Л. Е. 1901 г.). 



(39) 
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е^--*-'^ = асо8ф{(V-^и) Шд ф ч- |/4ш^-ь (й^^^со^)] -\-2иа $1п ф 

и 

^Р.+« — асо8ф{{у-л- и) со1д ф ч- »/4|^г;ч- (и-\^Усо1^] -*- 2|;г* 5ш ^ 

Отсюда: 

2 / ~ — : = — 5ш фе~^^' = — 81п ф С08 э -к г 8ш ф 8Ш э = X, -ь «[х, 
и 



а (г; — /^) {(|; ч- 1^) со/гу .^ -+- У^ ^^^ ч- («^ -ы;) ^со/^г/^ ^>) 



= С(>8 ф = V^. 



Но в^ _ ^>а-Н/?у 

а{{V -^ и) со1д ф -\- \/ Аиу -ь {и -н г')^ со1д'' ф) ~ ' 

такъ какъ. перемпоживъ (39) мы найдемъ: 

^2^э-^-р^-^-р, = аЩу-^н)со{ф-^\/ АиV -ь {и ч- Vу со1^ ф)\ 
Поэтому 

^ * {и — Vу ^ ' 

и 

^ Л, ч- /[А, («г — г;)' ^ ^ 2а {V — и) 
1Ге—Ри — г;*в— Яг 

И следовательно 

а I I е^'- — е^»' , и^е-Ри — ^;^в-^^^ ] 

— аК, = ^ ^ ч- 2а • 

2 ( 2а е^ — V и — V | 

Поэтому уравнен1е живой силы въ новыхъ перем']^нныхъ будетъ 
им^ть видъ: 

1 , , 1 в^- — еР' ч- Аа" (и'е-Ри — у'е- Р,) 

2 ' ^4 и — V 

или 

— (и' — г;') ч- ^ (е''« — е^^ ч- 4а' (и'е-Ри - г;'е-/'0) = 2* О* — ^О- 

Уравнеше съ частными производными въ новыхъ перем'Ьнныхъ при- 
меть сл4дующ1Й видъ: 

( — г^'ч- ^е''** ч- 2аVе '^^ — 2/ш| — ( — у' -ч-^е^ч- 2а'г;^е ^' — 2кьЛ=0. 
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Для интегрированхя этого уравнешя мы можевгь положить 

1 дГ вГ 

— «'н- ^е*" ч- 2 о" Л"*» — 21ш = /' 

и 1 <»'' _^У 

— г?'-+-2 С* -+- ■2п^V''е * — 2Лг = Г, 

откуда 

дУ 

дй ~ ^^ ("* "*" ^'"* -н Гч- V (»' -ь 2/ш -ь 2'/ — 4а»гг») 

(^7 

Ог' = ^^ ^^' "^ ^''^' '*' ^' '•" ^^^^'^ -*" -''^' -*- ^'^° — ^'''^''^ 

Полный интегралъ представится тогда въ вид^: 
V = 1 1д{и^ -+- 2ки -^ Г -^- \/'(и^^ 2/ш V Гу — "^4о"««=) (1и 

1д (г* -4- 21^V -4- /' -4- ^/ (»' -+- 2/1ь -4- Г;» — 4а'»*) Л-. 
Интегралы задачи о вращен1и гЬла представятся тогда въ вид'Ь: 

дУ __ Г 2иа№ Г 2VС^V 

<^'* ^ 1 (йЧ-2Лм-»-У')»— 4а=«* ~^7 V (»=*-н2Лг;-»- Г)»— 4аЧ' "^ ' ~ '• 

какъ они и были найдены при помощи 1-го алгебраическаго интеграла 
С. А. Чаплыгинымъ. 



-/' 



ГЛАВА V. 

Видоизм'Ёнен1е начала Гамильтона для частныхъ р-Ь- 

шенШ уравнен1й, ему еоотв-Ьтетвующихъ, къ тому же 

началу, но другой задачи. 

Съ видоизвгЬнетемъ фупкщи Лагранжа, о которомъ говорилось въ 
предыдущихъ главахъ, не сл'Ьдуетъ см-Ьшивать Лхъ случаевъ, когда для 
даннаго частнаго р*шен1я дифференщальныхъ уравненШ динамики соотв4т- 
ствующихъ некоторой задач*, он'Ь могутъ быть приведены къ диффе1)ен- 
щальнымъ уравнетяьгь, соотв'Ьтствующимъ частному р4шешю другой задачи 
и следовательно сл^дующихъ изъ начала Гамильтона въ другой форм! 

Предположимъ, что дифференщальпыя уравненхя какой-нибудь задачи 
механики при помощи ихъ частнаго рЪшенгя приводятся къ диффереп- 
Шальнымъ уравнен1ямъ, къ которому приводятся уравненгя другой, болЬе 
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сложной задачи при помощи предположешя, что частное р']^шбшб старой 
задачи справедливо и для повой. Тогда мы заоючимъ, что наше частное 
р^шеше — вм'ЬсгЬ съ тЬмъ и р-Ьшеше 2-й, бол^е трудной задачи. 

I. Задача о вращеши твердаго г]^ла по инерщи вокругъ неподвияшой 
точки приводится какъ известно къ уравнешямъ 



^|=<* 



С) ^^ 

{С—А)гр 



с^^^ = {А-в)р^ 

и допускаютъ частное р'Ьшете: 

X, = ц. = V, = 1 ^) = 2 = г = г^ 



(1) 



(2) 



(равномерное вращеше около оси ^-овъ, совпадающей съ осью инерщи 2). 
Но при предположеши (2) къ гЬмъ же уравнешямъ (1) приводятся 
дифференцхальныя уравнен1я вращешя тяжелаго твердаго гЬла, центръ 
тяжести котораго лежигь на 02: 



(3) 



и, следовательно, уравненхя (2) представляютъ вм'ЬсгЬ съ тЬмъ частное 
р-Ьшенге и уравнешй (3). 

II. Задача о движен1и гироскопа вращен1я приводится къ уравнен1ямъ: 



^ сЦ- 


(В- 


-С)2г- 


-^V. 




(0- 


\ 
-А)гр^Р\ 1 


С^'- 
^Ъ- 


(А- 


-В)рд 





^ </« - ^^ 

А^^ = (С-А)гр 



С)дг-Р1л. 



РХ. 



(4) 



допускающиыъ интегралы: 



А(р'-^-д') 
АрК -+ М^, 



г = ш 



(5) 
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Крон* того они допускаютъ еще при 

С=2Л 2Р(?-нС(о (2А— С(о») = О (или Р(У-ьСа)(А— ^(о^)=0) (6) 

а 
интегралъ — = соп81, (7) 

Въ самомъ'д'Ьл* 

1 1 ^ С — 2А 2вР— С(о(Са)» — 2А)| 






I [ / . , с — 2 



у |- м' ' '1 ^ 2А 2А' 1 ' 

откуда при услов1яхъ (6) и сл'Ьдуетъ интегралъ (7). 

Зам'Ьтимъ, что надлежащимъ поворотомъ осей неизменно связанныхъ 
съ т^ломъ можно интегралъ (7) привести къ виду 

^ = о (8) 

Тогда интегралы (5) примутъ видъ: 

г = О) 

Ар^ -ь С<о= = 2Р>^ -+- 2/г 
Ар\ = а — С<о^к^. 
Изъ посл'Ьднихъ 2-хъ уравпешй при помощи услов1я (6) получимъ 

К = -^р^Р (9) 

Но уравнен1я вращешя (3) при е/ = О совпадаютъ съ уравненхямп (4); 
следовательно найденное р4шен1е для гироскопа вращен1я (которое мо- 
жетъ быть доведено до конца при помощи эллиптическихъ функщй по 
изв-Ьстнымъ формуламъ) есть вм-ЬсгЬ съ гЬмъ и частное рЬшеше уравне- 
Н1Й (3), соотв4тствующихъ бол'Ье общему случаю вращешя. 

Этотъ случай вращенхя тяжолаго гЬла былъ указанъ почти одновре- 
менно проф. Д. К. Бобылевымъ и проф. В. А. Стекловымъ. 

Зам'Ьтимъ, что случай вращен1я симметричнаго гироскопа, къ которому 
приводится вращенхе гЬла въ это^гь случаЬ, характеризуется одною осо- 
бенностью, на которую мы будемъ имЬть еще случай обратить вниман1е 
въ теор1И движен1я твердаго гЬла въ жидкости. 

Мы им'Ьемъ въ данномъ случаЬ по извЬстнымъ формуламъ (для случая 
движетя симметричнаго гироскопа): 



.,= / ш — V. ,,- ..1\<ц= I — -, — -^ — 

^ -л(1— >л) ^ 1—^'% 



гд* Е (7,) = 2 л {Р^к, -н Л — Л О)») (1 — V.') — {О — 2 А ш>0'. 



(10) 
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Услов1я (6), при которыхъ существуетъ интегралъ (7) или (8), суть 
ввгЬстЬ съ гЬмъ услов1Я интегрируемости выражешя (10) ^ логариемахъ. 
Въ самомъ д-Ьл* им-Ьемг: 

г ^ втф 



_ О — Сш\ н- <• У8т'ф{2РА^*,-+- (2Д — Сш' ) А) — {& — Сш\У 
* ^ " втф }/2РАсо8ф Т \^1 — С^^УА 

в — Са)V. 
такъ какъ а. = . 

Са>С08ф — О 



или <9 = агс С(?5 



5/л (/? У2РАсо8(/) ч- (2Л — Со)^) у1 
Сравнивая это выраженхе съ (10) мы получаемы 



V. 



^ -4 /=^= = аГС С08 :::^=^^ =^ г^ ^, (П) 

1 — ^.' 1^72 (V.) 5т ф V 2РАсо8ф-^ (2А— Сш^) Л ^ ^ 

(У,)о 

что проверяется непосредственнымъ дифференцпрован1емъ, такъ какъ 



] П — г') \/2Ай 



{Аш -\- Ашг^ — Ста) йг 



{\ — г^)У 2А (Рг -*- к - Аш') {1—г') — {(}— 2АшУ 

Сш — в 
]/(! —г») {2РАг н- (2А - Со)*) Л) 

а кромй того, очевидно ивъ (9), такъ какъ оттуда сл^дуетъ 

X.* = -^ (Сшу, - О) 

(О 

или 81П^ ф С08^Э = -р (Са> С08ф — (?) 



Ш V Са> С08 ф — ^^^ 
81 П ф 

что И совпадаетъ съ (11), такъ какъ, вставляя тамъ 



С08Э = 1/ ,7 ^'~: - (2) 



ГО 

(2А — С«>=) Л = , найдеыъ (12). 

(О 
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ГЛАВА У1. 

Задача о движен1и твердаго тЬла въ несжимаемой 
идеальной жидкости. 

Задача о движенш твердаго т^ла въ несжимаемой идеальной жид- 
кости приведена Киргоффомъ къ 6-ти дифференцдальнымъ уравненхямъ, 
соотв-Ьтствующимь началу Гамильтона 

Щ(11 = (1) 

А. 

гд'Ь 11 — потенщалъ вн'Ьшнихъ силъ д4йствующихъ на гЬло, Т — одно- 
родная функц1я 2-ой степени отъ проекщй р^ }, г угловой скорости 
гЬла на неизменно 'съ нимъ связанныя оси и отъ проекцШ и^ г, «^ на гЬ 
же оси скорости начала ихъ коордпнатъ. Получаемые при этомъ шесть 
дифференщальныхъ уравненШ допускаютъ при V = О кромЬ интеграла 
живыхъ силъ Т = к еще 2 очевпдныхъ интеграла: 



8 /(Г. 



И дТдТдТдТдТдТ_ 

ди ' др ду ' д^ дго ' дг ~ ' ^ ^ ^ 

выражающихъ постоянство главнаго вектора колпчествъ движен1я гЬла 
и жидкости и постоянство проекщй главнаго момента на главный векторъ. 
Главный векторъ сохраняетъ свою величину и свое направленхе въ 
пространств*. Примемъ за ось ^-овъ прямую, параллельную этому напра- 
вленш, и положеше твердаго гЬла въ пространств* будемъ определять 
3-мя Эйлеровыми углами ж^ //>, э образованными неизменно связанными 
съ т*ломъ осями съ 3-мя неподвижными осями (изъ которыхъ 0^, какъ 
замечено выше, совпадаетъ съ направленхемъ главнаго вектора). Въ та- 
комъ случае: 

—- = Л, = — ^ 8171 ф €08 Э 



— = ^7 {X. = и 8111 (/) 81П 9 

- , = е/^, = ^ С08 ф 



(4) 



такъ что: 



--Ш'-©'-Ш' 
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ивгЬемъ: 


и = «'„X, -ьУ^Х, -+-/„Х. 




V = л;'«,|х.-+-у'«,|1,-н^'„1*. 




V} = X'„V^ -+- 1/^^)^ Н- ^'«,7, 



(6) 



Заы^тнмъ, что, если въ начало Гамильтона мы введемъ наши Эйле- 
ровы углы, дифференщальныя уравнен1я, изъ него получаеныя, будутъ 
им^ть интегралы: 

дТ 

дТ 

^ = С0П81., (8) 

^«^''^ ^ = 0^-^ = #^=0*) 

ож дг^ ' 

или дТ дТ ^ дТ дТ 

ож &р ' од '^' дг • 

и дТ дТ, дТ дТ 

которые при помощи (4) приведутся къ (3) и (2), такъ что 

Видоизм']^нимъ теперь Лагранжевскую функщю при помощи инте- 
граловъ (9) и (10); мы пайдемъ: 

Ось 2 неизменно связанная съ гЬломъ можетъ быть взята какъ угодно, 
точка 10 въ гЬл4 можетъ быть также выбрана какъ угодно. Мы полу- 
чаемъ такимъ образомъ следующее предложсн1е доказанное Ы. Шпкот^зк!. 



*) =: о очевидно, а 

огю 



дТ дТ ди . дТ до . дТ дгс __ /. д1^ ^ д\1^ ^ &^\ , 

■ V * дж ' ^ дж ' дж) ^ 



дж ди дж до дж дю дж 



, /, дХ^ д\Ху д'^Л , 



такъ какъ 



г)Х^ , д\у у да, <)а« ^7_ ^у- 

дж"~ »' дж""" дж" ^»* дж"^""' дж~ '*' г).ж" '• 
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Введемъ въ уравнешя Киргоффа новыя перем'Ьнныя 5« ' дг ' д*р 
вм'Ьсто и, V, г€ и ихъ опять зам'Ънимъ 2-мя новыми перем^Ьнными в,, в,, 
удовлетворяющими тождественно уравнешю: 

(напр. ф и а). 

Выразимъ тогда при помощи 3-хъ изъ уравнен1й Киргоффа р, $, г 
черезъ в, и в, (воспользовавшись интеграломъ (3)) и ихъ производныя 
€*,', е^'. Подставивъ эти р, д, г въ 3 остальныя уравнешя, мы найдемъ 
2 уравнен1я 2-го порядка, которымъ можно дать сл-Ьдущую интерпретащю: 

Возьмемъ въ т4л4 какую-нибудь точку и какую-нибудь прямую. Пусть 
за время сИ проекщя перем-Ьщенхя взятой нами точки на направлеше 
главнаго вектора будетъ йа, а (/а, будетъ уголъ поворота взятаго наг 
правлешя вокругъ направлешя главнаго вектора. 

Величины е^ и е^ тогда будутъ таюя функщи отъ времени, что пер- 
вая вар1ащя отъ интеграла 

Ф = Ст(И — ^^а — ^, ао, (12) 

равна 0. '• 

Если по отношешю къ некоторой неизменно связанной съ т^ломъ 
системе координатъ черезъ а, &, с ... обозиачимъкоординаты взятой точки, 
а черезъ а, р, т^... косинусы угловъ, образуемыхъ взятымъ направлешемъ 
съ этими осями, то 

дТ дТ дТ I дТ ^ дТ дТ\ 



дТ дТ дТ I дТ ,дТ дТ\^ ^ . . ,,.. 

^ да ^ дг 01€ \ он ^ ()г * сУ/г / ^ ' ^^ * ^ 

(Ь^ = у^^-^ —^- -щ^ —.^, —^. -щ^ т 



Такимъ образомъ задача сведется къ иптегрпрованхю дифферепщаль- 
пыхъ уравнен1й для е, и е^, т.оторыя можно по прхему Гамильтопа-Якоби 
свести къ иптегрирован1Ю дифференщальиаго уравпен1я съ частпымп про- 
изводными, а именно, обозпачивъ 

т ^'^ т ^'^1 I. дФ ^ дФ 

Пусть л^/ -4- /;в; - Ф = 6 (е., в„ Г. и ^. ^,). 

Дифферонщалышя уравнешя для с^,с^,/\, Д будутъ тогда им-Ьть видъ 
и Ые.: *, : „Г, : ,У. = 1 : „-;, :,/;:- ,)^^ : - ,- (14) 
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Уравнеюе Г=А переходить въ ф = А, которое и представляетъ ура- 
внеше съ частными производными подлежащее интегрироватю. Найдя 
р-Ьшенхе этого дифференщальнаго уравнешя, содержащее одно посто- 
янное М мы найдемъ интегралы системы уравнешй (14) въ вид*]^: 

ТА = ' - 'о 5Ж = '^^''- 

Зам'Ьтимъ, что уравнеше (11) соотв4тствуетъ шштит'у интеграла (12), 
который по формул* (13) мы напишемъ (а = й = с=0, 7 = ^» а = р = 0) 
въ вид* 

л дТ дТ \ 

в следовательно уравнен1е (11) будеть им%ть видъ: 
^, дТ дТ 



■^ Г п, Г-. ди^'^пг'^ I дТ дТ дТ\\ ^ 



Подставивъ въ это уравнеше вместо параметровъ е, и е, углы а и (/> 
мы найдемъ 

о 

Зд-Ьсь въ Г вместо гс, г, «г? должны быть поставлены X,, [х,, V^ при 
помощи уравнешй 

дТ ^^ дТ ^ дТ 



г/, г, го будутъ линейными функц1ями отъ X,, р.,, V^, а Т приметь видъ 
Т^-\ 1\^ гд* 7\ однородная функщя 2-ой степени отъ ;;. д. г, а Т^ одно- 
родная функщя 2-ой степени отъ )ч., (х^. V^. Пусть 

2Т, = ^р= -ь В^^ -ь СУ- ч- С/>(7 ч- .... 
Нримемъ за оси неизменно связапныя съ т^ломъ главпыя оси эллипсоида 

Лх'^ -+- В}/ -4- С^^ -+- 7)а;// -+-.... = соп81. 
Тогда Т^ можно будетъ написать въ вид-Ь: 

'П\ = Ар' ч- Вд' ч Сг\ 



г7 г7 г Г г 7 

1 -л* ~ 1:^ * ^ ''1 '~ гг ' ~ 



*.« г }.« г *гя г Ь — л 



<^Г ^'7^ _ ^7, _ --7, ^ ^ ^ ^ 






г 



</'7 _ ^ ^ ; _ ^ Л — Ъ, ;*й > ' '-• > >^'» г ^;.'* У 

«Ал,г4^ЛйАгг;я йл1п»1гг* 4 5гг ^41А?г :,1ггы П стр. :> Е 1»: к гс.'гозпг хн 

его ж;гг^рг^г% ,% Тл*^>;гт^.глЯо х.1я 1ДЛг:л:о 122а:еЕ1Л пизпсшп. 

Ми г:;/:/;."/.г^жгдл, т: > ^'':2 з:'Х;^х;п:ап. н^л^-пнно СЕзганныхь съ тЬ- 
,гмгл, ^//Я?г:«АУ-гл Г11 /якг ;г;:г;.::1г. нл пл'.^'но току гагь .зф> сделано 
1гг ;,ий^. \\ ^^с^х'-глг). я^2;;«г,-:;:0 с^^лранлетсл е ггрк 5:асмзгъ угодно по- 

1очно Т4а:ж>г. ;^.ч;^л'.:г':;:''> к;^л110ван:к. на стр. I? е 2»л хы \6^п 
лнис^я. ?то г;гг';:;#алг '.". булеп. т:гЛ!П1;1п еслс есел* чнть взъ него < 
ггрх пок^;:;и китеграит;! же&^^й силы по фо^мула^гь на стр. 19 и 20) ж 
1ЛГАц/^г:1,н';Г/.и, '^^/п. и;:т^:р:^.;г к^жду Еасихн ниоудь двухя опредЬхен- 
ИМ1СИ «олож/:;пяий т1.лА г:;|елглы:ыми> аналогично началу нанменьшаго 
д1йС7к;я ?гь '{;0;/и1 Лаграижа. Такимъ образомъ мы Ем^ею» пишшшп въ 
т^'/[^1г1 М]Г|ко;*;!к'аго не только въ ^н^рм! Лап^аажа 'ВЪ которой его 
укяимиа^гп. самь акто[/1. , но и въ фор>гЬ Гамильтона. 

Мм сл1-гавмг теперь сл1дуюшее. весьма важное зам^чанхе. Вместо 
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того, чтобы видоизменять Лагранжевскую функщю при помощи 2-хъ инте- 
граловъ (9*) и (10*), можно, остановившись на половин* этого преобра- 
зоватя, преобразовать ее при помощи одного интеграла (Ю*). Видо- 
измененная функщя Лагранжа будетъ тогда им^ть видъ: 

или вообще ,^ 

^"^^7 \ди (ич-с^ — Ь^)ч--^^(V-^а^ — ср)^-^{г€-^Ьр — ад)^ (И, 

такъ что напр. положивъ а = 6 = с = 0, мы найдемъ эту функщю въ вид*: 

дТ дТ дТ 

Т—и. V --Г- — го-к~' (16) 

ди дV ого ^ ^ 

^ , дТ дТ дТ 

Въ этомъ уравнеши ^^7' дгГ' дк? связаны уравнешемъ 



т-т-{ш-^' 



. дТ дТ дТ 

и потому вмъсто ^— , ^ ? ^ >1Ь1 можемъ взять 

7Х„ 7|х„ ^^.^. (17) 

Подставивъ ихъ въ (16), мы найдемъ ее въ вид* 

Т — Оик. — е/г(х, — ^гV'^^. 

Взявъ ВМЪСТО щ V, V) ихъ выражетя черезъ ^» ^) ^ и замънивъ 
посл-Ьдтя черезъ (17), мы приведемъ задачу къ виду, совершенно ана- 
логичному задач* о вращеши тяжелаго т4ла, им-Ьющаго потенщалъ, во- 
кругъ неподвижной точки, а именно къ виду: 



5 Гф с?< = О, 

и 



гл'Ь 

^ = /•(1), дг, г, X., |х„ V,) 

и равна (16), въ которую вмЬсто и, V, го введены Х„ {х,, V^ при по- 
мощи формулъ 

'^^' - ди 

дТ 
'^^^ = 6V 

дТ 

дю 

г. Колосовг. 4 
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Такинъ образоиъ къ 2-мъ изв'Ьстнымъ каноническииъ видамъ диффе- 
ренщальныхъ ураввешй движешя твердаго т^ла въ несжимаеиой мдеаль- 
Еой жидкости безъ вн'^шнихъ силъ: 

,^ а ,дТ\ дТ дТ ^ 



(Киргоффа). 





а 


1дТ\ 


дТ 


дТ 


дТ 


дТ 








(И 


-''дд-^-'^дг- 




Ою ~ 




• 




)а). 




















с1х, 


дТ 


дТ 












2) 


1 


■ ^5 1~ 


'■' ду. 


дТ 




X, 


дТ 


ау, 


дТ 


дТ 


дТ 


дТ 


си 


= а 

• • 


« • • 


• • • • 


^'^-Оу\- 


-^'^, 




Ух 


-5р-'--- 



(Кчебша) 

мы можемъ прибавить видъ уравнен1й (промежуточный между ними) 

^^ а ~ д^ ^ дг ^Ч\1, ^*д^. 



гд* 6 = Т — ^иX, — ^г[^, — ^гV^^, 

2^ и, V, га исключены при помощи уравнен1й 

дТ ^, дТ ^ ()Т ^ 

аналогичный виду уравненхй вращен1я гЬла вокругъ неподвижной точки 
подъ вл1яшемъ силъ, им^Ьющиxъ потенщалъ ТТ=:/'{\^ |х,, >^. 

Если Т представляетъ сумму 2-хъ функщй, изъ которыхъ первая I 
однородная функщя 2-ой степени относительно ^;, д, г, не содержащая и, г;, 
го^ а вторая. Т,, однородная функщя 2-ой степени однихъ щ г?, щ то 

И наши дифференщальпыя уравненхя привсдутся къ дифференцхальнымъ ура- 
внешямъ вращеп1я твердаго гЬла вокруп> пеподнпжной точки, живая сила 
котораго Т,, подъ вл1яп1емъ силъ. им'Ьющихъ потепщалъ — Т^. Таковъ напр. 
случай движешя твердаго гЬла въ жидкости, когда живая сила пм'Ьетъ видъ 

2Т = Ар' -н Вд' ч- Сг -ь Л.гг -\- В,о' ч- С^г, 
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т. е. случай гЬла съ 3-мя осями симметрш (взаимно Х-ми), принятыми 
за неизменно связанныя съ гкпомъ оси координатъ. 

Задача приводится г^^съ къ задач'Ь о вращеши гЬла, живая сила ко- 
тораго Лр^ -*- Вд^ -+- Сг^, вокругь неподвижной точки (принятой за на- 
чало координатъ осей неизм^^нно связанныхъ съ гЬломъ) подъ вл1яшемъ 
силъ им'Ьюпдихъ потенщалъ 

-(л,^ч-Б,,х.»+Сл/) . ^\ 

На этомъ основанш, меладу прочимъ, задача Вгип'а, о которой мы 
упоминали на стр. 26, приводится къ задач'Ь о движеши твердаго гЬла 
въ жидкости въ случае Клебша '), а частный случай ея, решете кото- 
раго можетъ быть найдено при помощи указанныхъ на стр. 25 формулъ 
(при постоянной плопдадей = 0) совпадаетъ съ случаемъ Вебера, р-Ьше- 
ше котораго помещено въ XIV том^Ь Ма1Ь. Апп. 

Однимъ изъ важныхъ преимуществъ 3-го вида уравнешй (только что 
указаннаго) является удобство приложен1я къ этому виду теорш Гамиль- 
тона-Якоби о приведенш интегрировашя дифферешцальныхъ уравнешй 
механики къ интегрировашю уравнешя съ частными производными. 

Мы должны для этого въ интегралъ живой силы, соотвЬтствующШ 
разсматриваемому движешю, ввести вместо э\ ф\ ж' выражешя р^ = ^,^ 
р^ =^^ ^^~^' -^^^^^ убедиться, что для этого достаточно въ Клеб- 
шевское выражеше живой силы Т въ перем'Ьнныхъ а;,, х^, ж„ у,, у„ у, 
ввести вм'Ьсто л;,, х^, х^ ихъ выраженхя: 

х^ = ^\ 
х^ = 7|х, 



(18) 



а вмЬсто у,, Уа, Уз ихъ выражешя (стр. 15): 

дТ . С08д(рж — РэСО^Ф) 

у, = -т- =Рф8гпэ Г--7 ^ 

^' ар ^^ 81Пф 

дТ (Рж — Рэ 008 ф) 8т д 

у, = -г- = ^=^ -^—Р- Ь РфС08Э 

дТ 



(19) 



^) Ма1;Ь. Анн. III. Совпадвн1в задачи Вгии'а съ задачею "^еЪег'а, на которое 
мы им-Ьли случай указать въ засЬдаши С.-Петербургскаго Мат. Общества въ 
октябре 1901 года за&гЬчено также В. А. Стекловымъ. „I^ета^^пе 8пг ип рго- 
Ыете <1е С1вЬ8Ь..." Топгпа1 йе Ма*11вта^^^иез 1903). Связь задачи \УвЪег'а съ дви- 
жешемъ точки по э.1липсоиду, вытекающая непосредственно и изъ теореиъ Мин- 
ковскаго повидимому за1гЬчена также С. А. Ч!аплыгинымъ и служила предметоыъ 
его сообщеи1я въ Московскомъ Мат. Об. какъ видно изъ его письма ко мнЬ въ 1901 г. 

4* 
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Напр. разсмотримъ для примера случай НафЬеп^а вращешя т^ла въ 
жидкости, представляющхй обобщеше случая Киргоффа (т4ла вращешя). 

Мы иьгЬемъ въ этомъ случа'Ь выражеше живой силы въ фор1гЬ Клебша 
въ вид* *): 

-^\г{у,'^у,')-^-\г%' = П (20) 

Составимъ по формуламъ (18) п (19): 

X,' ч- X,' = ^^ (V -ь |х.^) = ^ч 1 - V) 

-г . ^ / . С08Э(р^—р^С08ф)\ 
Л^,У1 -ьа?аУ, = —^8гпфС08д \р^81ПЭ ^^-^ ^ ^ -I- 

-г . /» . ((Рж — РэС08ф)8тЭ \ ,, 

-н 7 8тф8гпэ \-^ Щф ^^^ ^^^ э\=3 {р^ — р, сояф) 

(рж—РэС08фУ 



,. . дУ ЬУ дУ 

Уравнеше съ частными производными р^ = ^ ^ р^ =: -т- ^ р, 



81П^ ф 



получаемое изъ (20) поэтому будетъ; 

т = ^ р^^ ( 1 — €08'^ ф) -+- 2 р^^ со8^ф -+- ^^ (р^ — Рэ оо8ф) -+- 

Очевидны интегралы: 

] 
рж = сопвЬ = -у п 

р, = С0П81 = (Уз)о = Уз- 

Остается уравнеше 

2 р«7Ч1 —соз'ф)-^- р'^^со8^ф-^^^у^ п — у^со8ф\ -н ^^^со8фу^■ 



^--У-+--2Г'У.' = Л 



^) Па1рЪвп. Тга11:ё <1в Гопс1лоп8 еП^р1^^т1е8 II ра^е 149. 
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откуда 



^='/?/1/''-^-^^^Ь:^''^' 



2 5Ш* ф 

гд* 

^;= ^г — у, со8(/5 
I, = 2 »^у,' -+-«/?' сов^)(;у, -н ^^Е -+■ ^'р'з'^ сов'' ф-^-^^р^ц^ —ш^ ф) 

и одинъ изъ интеграловъ движешя будетъ: 

^_1-,/2 /* вгпфЛф 




(Л — Цвш'ф 2~ 

или 

(^У = {2гА - гг'у,' - 2^^д'V^з - Зг?/ ( ^ -у,V.) -^)'г^^.» - 

- рг/? ( 1 - V.')} (1 - V.») - г' ^ ^ - у,>^)*, 
откуда для л^з получается выражете 

-^] = г (р' -р) (ш. - Ягз - агз') (7' - X,') - г» (« -Уз^з)', 

^ - 2^^Г^ Уз, ♦». = ^31^ , 

которое и найдено На1рЬеп'омъ. Точно также найдевгь остальные 2 инте- 
грала, положивъ -^ = соп8^ и -^ = соп81, также совпадающш съ инте- 
гралами На1рЬеп'а. 

Другое приложеше приведен1я задачи о движеше твердаго т^а въ 
жидкости къ уравнешю съ частными производными мы сд^^аемъ къ вы- 
воду теоремы С. А. Чаплыгина, что при существованш линейнаго ча- 
стнаго р-Ьшенхя дифференцхальныхъ уравнетй движенхя гЬла движенхе 
некоторой оси въ гЬл* происходить такъ, какъ будто бы эта ось была 
осью симметр1и. 

Въ самомъ д'Ьл^, линейный частный интегралъ мы всегда надлежа- 
жимъ поворотомъ осей, какъ показалъ С. А. Чаплыгинъ, можемъ при- 
вести къ виду 

Р. = 

а въ такомъ случа* при предположеши Рэ = О изъ уравнешя съ част- 
ными производными связываю щаго р», Рф, Рж, ф^ ^, ^ долженъ исче- 
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знуть э, т. е. въ этихъ предположенхяхъ движете оси 2 совершается 
какъ будто бы эта ось была осью симметрш гЬла. 



ГЛАВА VII. 



Объ одномъ случа* движен1я твердаго тЬла въ 

жидкости при существован1и дробныхъ рац1ональ- 

ныхъ интеграловъ ОТЪ и, г?, м;, р, ^, г. 

Возьмемъ случай Клебша движетя твердаго ткиа въ жидкости, когда 
гд* а,, а^, «3, ^1, 6а) *з) связаны соотношешемъ 

Дифферешцальныя уравнешя движетя въ этонъ случа'Ь принутъ видъ: 
-^ = Ь,у,х^ — Ь^у^х, 

^ = («я — а,) л?,а;з ^- (^з — К) У^Ув 

(1у 

-^ = (а, — «з) а;,ж, -»- (*, — Ьз) УзУ1 

-^? = (а, — а,) ж.ж, -ь (г>, — *,) у,у,. 

Эти дифференщальныя уравнешя допускаютъ крои-Ь основвыхъ инте- 
граловъ: 

ж, -ь ж, -ь «3 = «^ 

^1^1 -ь л;,У, н- а;,Уз = «^«^1 (2) 

2' = А 
еще 4-й интегралъ Клебша: 

г»,о,«/,' -4- *,а,у,' -н 6зО,у,' — {а^а^х* н- азО.л;,' ч- а,а,ж,') = Ь. 

Положинъ, что коэффищенты а,, а„ а,, д„ 6„ д, кро1г1 приведен- 
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(3) 



наго выше услов1я удовлетворяютъ еще условш 

1 — 1 1 ')• 

Такъ какъ вс% а л Ь должны быть положительны, это услов1е тре 

буетъ: , , , , 

из < А, и 6з < К- 

Изъ нашихъ условий между прочиыъ слЬдуетъ: 

(«3 — «!)*» = К — «.)^ ] 
(«. — а») К = («8 — «») (*2 — *.)• I 



(4) 



Пусть а, > о„ тогда и «з > <*» и введемъ вместо x^, ж,, у„ у, новыя 
пврв1гЬнныя 

?!1 = V «3 — «, ж, -ь 1/д, у, 
т), = [/"оз — о, ж, — ]/ "^ у, 

т), = |/аз— «. ^3 — ^^г Ух- 

Дифференщальныя уравнен1я приыутъ въ новыхъ оерен^нныхъ сл'Ь- 
дуюпцй видъ: 

-^= УЬ^ (а, - а, ) ж,5 , — Аз |/ у уЛ* 



Л1 



-^' = — 1/ М^,-а,) ЖзГ), — г^з |/у УзТ9» 
-^2 = \/Ь~{а,—а~) ж,т), -•- *, |/ у Уз^' 
4 1/А. ^«3 -«,) -^* = ^ (?,' - ^,') - ^ ($.' - т),') 

а интефалы въ новыхъ перем^нныхъ прикутъ видь: 



(5) 



(6.) 



*) Это услов1в введено нани въ статье „О н'Ькоторыхъ частныхъ р^шев1яхъ 
и т. д.". Сборникъ Института Инж. Пут. Сообщ. 1899 г. 
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^ (5.' + >],') -«- ^ се,' + т].') -н 4 к - а,) Ма' = г. 

(*, -Ь *,) ($,5^ — 7),7),) -н (Л, — 6.) ($,К], — С,Т],) -I- 



(6») 
(6.) 



ГД* 



/ = 



{1м, - 2А - ^» (аз» -ь о,в,) ) 



Г, = /'«3 — ^ 

Г,= 4(аз-а.)М'-2Г 

А=47^Л А(«8-«,)- 
Мы покажемъ, что въ предположенш /* = О или 

Ха, — 2/г = ^' (Оз' н- «,«,), 

(т. е. въ предположеши не мен^е общемъ для даннаго случая, ч'Ьмъ напр. 
предположеехе Н. М^еЪег'а: /", = 0) задача о вращве1и приводится къ 
эллиптическиыъ функщянъ. 
Обозначивъ: 

^1 = '1^1 ^» = «гЧа 

^3 = ^|' -^ ^1.' ^4 = ^а' -*- Т^*' 

» = 5,5, — >),>), V = =,У), — $,Т], 

МЫ напишемъ интегралы (6 <■,*,«, <<) въ вид^: 

6,г, -»- 6,г, = /' 



л^, -н йг, = *зУз' -^ Л 
А.ггд -+- Ау^з -+- 4 («3 — о,) А^Жз' = 1\ 



(Л, -1-*,)м -«- (й, — Л,) г; -4- 46, К*, («з— «а) ^зУ» = ^а 
Всл'Ьдств1в Тождества 

= 2$.>).$,т,, (Л.(;,' -н V) -*- К (?.' + >),') ) 
сл^дуетъ 



(7) 



Ь,в, -ь Ь^в^ = 






(8) 
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1*1 



= *Э 1^1 — (*1 -*- *1'^ » — '*Э — *1^ «^^^ 

111Ш /" = О ЭТО уракнеше у11ро1Ш1ек'^1 къ виу 

К{юм% того на основанш 1-го кзъ ураанешй ^7^ пра /" = О 
РЪшая уравнешя (10* н (9) относвтельно г, ■ 1, мы легко найденг 



^6^^6,— 6,)/, 

Еслн азъ эпхъ формулъ ш желаеыъ перейта къ частнымъ саучаямг 
/\=0 пли /\=0. мы должны передъ корнемъ удержать -♦- прв Г, = 
п — пря Г", = 0. 

Зх1сь $, я 5, даны уравнев1ями 



откуда 



1.8, = » (6, н- 6, ) и — I ^^6, — 6,) г 

(6, Ч- 6,) « Н- (6, — 6.) г = ^1^-''' 

А, = Г,-^-■2•,\\Ь;^Ь,)~I\1\ 



О:»^ 



(14) 



ом 



к, = 1\--2п{Ь,-^Ь,)1\1\ 
Мы составимъ теперь днфференщальныя уравпсшя, которымъ удовло- 

ТВОрЯЮТЪ 5, и 5,. 
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Мы им'Ьемъ: 



(18 



йи 



(^V 



К5, уи у.V 



С[8. 



йи 



(^V 



у 8^ Уи Уь 



(16) 



Но 



I = ** (1/1; V -]/'^, ^') - *■*. (1/1: V-/:' V) = 

= 4л |1/1;(5.'-'),')+1/^(1,'-5.ч| = 
= -^ (*, (I,. - ,.•) - ь. (V - V)) = '■''А-'(||,^^,1.) , („) 

такъ какъ 

г. 



= (^ ($.« - О - *. (5," - V)) ^ 



(18) 



г?г; 



-^ = — 2 1/6, {а, — а,) ж, ($,>], -+- 6,г],). 



<й 



мг;й. 



Точно также 
Кром4 того 
' 1/4(а,-а,)*, 1/4(а,-а,)й,^, 2у'А,6,1/л,-ьг,-Г,У4(а,— «,)*, 

Поэтому уравнешя (16) даютъ 

^ _ [ из У^^ (А - (6,4- ^) е. - (А, - Ь,) уУ ^ 



08^ ^ \Ь, Уи {1\ ^Ь, ■+- Ь,) и — (д, — Ь,)_ьу 
У8, I 4 |/г, +7, — Г, (7 а^г, -ь тЬ^) Ь^ 

{1\-{Ь,^Ь,)и-{Ь,-Ь,)V)VЬ, 



Но легко проверить, что 



Щ, (Г,д, + е*г;6,) = ^-^ {/(в, - Л.) (8, - к,) ^ ^/(в, - Л.) (в, - А,)}» 

^г, н- ^г, - Г, = щ|^ {1/(8, -А,) (8, -А,) =12 1/(87^17/(7, — ]у}*. 
Поэтоку мы найденъ уравнешя 

|/57 1/б.-нЬ, 1(>/(« -*»)(« -Л,) :1:1/(«,-А:.)(8,-А.))' 1 1/^.-4-;?,-^ (!/«.- 1/»,) 

ав^ _. Ь,- Ь._ ( («,-^>) {2Г,-в,-8,) ^ 1 >^^'-^^^'^» (^» "Ч^ 

1/*, 1/6,4- ьЛ(>/(«.-*.)Г«г-*,)=^:1/(*,-*1)(«»-*.))' I А+;ег,-Г, (1/«,-1/в.) 



ЕЛИ 



V »1 ' (»/(«.-«:,) («1-А,) ± \^{в-К) (5,-А,)) 

1/7^/1>''-Ь4«,;г, 



(1/(« -Л.) (5,-А,) ± 1/(в,-А,) («,-й,)) 1/в, - Vв, 



^_ —4(6 —6 ) (2-Гз— 8,— ^»,) 1/(8, -А;,) и,— А;,) 

I/*, "" (1/(5 -М« -*.)*/(«»-*,)(«.-*,)) 



^^г, 1/У->-4хг,гг, 



(»^(в .— *.) («»— А.)±1/(8.-А»)(.8а— А,)) 1/8,-1/8. 
Мы получаеиъ отсюда уравнеше 





(/8, 




1 






(к^ 




>^«, ^'(8. 


-к, 


)>" 


.-*,) 


VV, 


У{8, 


-А;,)(8,- 


-А,) 


для верхнихъ знаковъ 


И 


уравнеше 












Л, 










(/8, 





1/8, У(8, - А.) (8, - А,) 1/8, 1/(8, - А,) (8,- А,) 



— 60 — 

для нижнихъ знаковъ, совокупность которыхъ можно заключить въ одно 
уравпен1е 

5| («1 — А,) (5, - К) «а («1 — *1) («а — К) 

Интеграломъ этихъ дпфференвдальныхъ уравнетй служить выражетэ 



V 5^ У{8, — к,) {8, — к,) ± \/8, Уз, — к,) {8, — к,) ^ ^^^ 

Умноживъ числитель на сопряженное съ нимъ выражеше 

^8^ ^(8^к,){8^ — к,) ^ У7^ У'(8, — к,)(8^к^) 
мы приведемъ этотъ интегралъ къ виду 

(1/^; + У^)Ч5,5,ч-М -2АV^^) - ^^^^^^ 

Выразимъ при помощи этого интеграла и черезъ ;8?, или черезъ г^; 
введя въ него вместо 5,, 5, ихъ выражешя мы найдемъ: 

^'** 1 = {д,-*-Ь,)и — {Ь, — Ь,)г, 

Мы им-Ьемь кром4 того: 






Т. е 



или 



-<- ((», +Ь,)и- Г,)' + 4 (4, + 6,) Л (/', ч- ^1~! ^,) = О, 
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т. е. 
(6,_й,)» г;' _н (Ь,-^-Ь,У и'-21\ (^,-н*,) е*+Гз'н-4 (й,-ьЛ,) Г, Г,-ь4 ^-^^ />, = 



^ 



Интегралъ (19), который можетъ быть написанъ въ вид*: 

V 

-*- гг -*-4 (6. ч- 6,) Г./', - 4 *1С* ---А) г^^ [ _ 



(20) 



(д, н- *,) (6,' - &,') «' ч- 2 *'-1^М г^^, 
— 8 ^ = С0П81 = /\, 

при помощи (20) можетъ быть приведенъ къ виду: 

- 8 (*. ч- К) (А,' - Ь,^) «' - 16 ^Ь^^-Ыгф^, = Г, и 

или 

я^,' -ь Ьг^и -\- си" — О, (21) 

« = 16 --7 ^,6„ 

Л = Л-ь8(6,»-^)Л, 

с = — 16 (Ь.-^-Ь^У й,Г,. 

Изъ (21) сл4дуегь 

и 



-- = С0И8< (22) 

или 



^. 



''-' '''''' = ст81 



ИЛИ 

(«, — а,)а;,'— А,у,- '•' 
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для нижнихъ знаковъ, совокупность которыгь можно заключить въ одно 
уравнен1е 

^^.' а^г __ о 

«I («. — *|) (8, - К) 8» (8э — *1) (8, — *,) 

Интеграломъ этихъ дпфференщальныхъ уравневШ служить выражен1Э 



V 8, У{8, — к,) ( 8, — к,) ± \/8^ ^/& . — к,) ($, — к,) ^ ^^^ 
Умноживъ числитель на сопряженное съ нимъ выражеше 

мы приведемъ этотъ интегралъ къ виду 

(1/7; -ь у^)Ч8л + М -2Гз у/^) - ^^^^^^^2) г^ ^/^^, 

^^ ! _ С0П81. 

(8, — 8,)' 

Выразимъ при помощи этого интеграла и черезъ г, или черезъ л^; 
введя въ него вместо 5|, 5, ихъ выражен1я мы найдеиъ: 

4 (5, -ь й,) и {Г — 2Г,Ь-*-Ю — М 



гд* 



= сотЬ, (19) 



X = (5, -ь *,) « — (6, — Ь^) V, 
Мы им'1емъ кром^^ того: 



(6, ^Ь,)и-\' (6, — *,) г; = Гз — 4й, АК — «э) ^зУз = 



Т. е 



или 

\2 -,2 



(6,— Л,)' «'-ь 2 (*,—&,) г; 



-ь ((*. н- 6,) « - /',)' -н 4 (А. ч- Ь,) 1\ [г, ч- ^^^ ^.) = О, 
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т. е. 



^ 



Интегралъ (19), который можетъ быть написанъ въ вид*: 

V 



(20) 



(й, -н 6,) (V - V) «' + 2 ^^ь_^1): 7^^^, 

-- - 8 ^ = С0П81 = Г. , 

при помощи (20) можетъ быть приведенъ къ виду: 

- 8 (*. ч- й,) (^' - Л,") «' - 16 ^*-'-^--'^'г,6,^. = Г,« 

или 

я^,' -ь Агг,м -I- см' — о, (21) 

гд* 

« = 16^-'~-*^^-ГЛ, 

с = — 16 {Ь,ч-Ь,)- Ь,Г,. 

Изъ (21) сл^дуетъ 

и 
— = С0П81 (22) 

или 
или 
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Кром-Ь того изъ посл'Ьднихъ 2-хъ дифференщальныхъ уравненШ (5) 
слЬдуетъ при помощи (18) интегралъ 

^г — - Г^7о2/з = С0П81 = 7,. 

а, «1 



ГЛАВА УШ. 



Приведбн1б задачи главы VII къ эллиптическимъ 

ФунюЦямъ и выражен1б въ нихъ велич:инъ, опре- 

д'Ьляющихъ движен1е твердаго тЬла. 

Мы сделали въ предыдущей глав* предположеше, что постоянная Г 
интеграла дифференщальныхъ уравненхй движетя гЬла въ жидкости 

равна О и показали^ что въ этомъ случае дифференщальныя уравнешя 
движешя допускаютъ еще интегралъ 

который очевидно не представляетъ сл'Ьдств1я изъ основныхъ 4-хъ инте- 
граловъ, им-Ьющихся для даннаго случая. Мы нашли крон* того еще 
интегралъ 

-.-^:т.-».=т,-). (2) 

Мы им^емъ 

V {х;' -ь х^^) — {Ь,х,у, -ь А,г,у,)' = {Ь^у^х, — Ь,у,х,У (3) 

гд* 

/ = н-]/й^(аз — а,) = ч- 1^6, (аз — а,). 

Поэтому, принявъ во внимаше интегралы 

^1' -+-^2' -+- V = </' и (а, — а,) Ь^х^^ -ь (6, — Ь^) Ь,у,^ = Ь^Ъ^у^^ -^ Г,, 

мы найдемъ 

^) Этотъ интегралъ легко пов-Ьряется и непосредственнымъ дифференцирован1вмъ. 
-) Этотъ интегралъ есть какъ легко уб-Ьдиться сл-Ьдствхе уже полученныхъ, но 
мы удержииъ его вьгЬсто одного изъ нпхъ. 
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(«3 - «,) х,^ - Ь,у: = ^-^"^^ < - Ку.^ = 

= ^-цу ((«1 — в,) 6,л;,' -н 5, (6, — г*,) 2/,') = ^^-^^ {^АУ»' ■+- ЛХ 

такъ какъ 

(«. — «») (*» — *,) = («,- а,) 6, (4) 

и 

а сл']^довательно 
или 

(^-)' = ^' ( ^^' - хгУ - (=. ч- ргг. ч- -^хг? ) 

= г (а;зЧ1-7')-2|Зтл;з'-н ....), 

гдЪ а, ^, 7—- н^которыя постоянныя. 

Опред'1ливъ инвар1анты д^, д^ и величину V '), мы найдеиъ: 

^» -2(1-7')"^^' 






' - I ]/л;з*(1-т»;-2^тХз'-ь... = /К1-т' (р («) — ^) («^ч-г') ) 



гд* ^ _ 

2 р(««)— ^)Сг;) 



(?» = /]/ 1 — 7' <//. 
Выражеше 

(а -♦- рж, н- т^з')' -+- 12 ( -^1 равное (7' — ж,')' 



раскладывается на 2 множителя: 



1 Лх 
Ф = 1 ^-»(а-ь?Жз-+-та?з') («) 

0, = у -^ -\-г{а-\- ,3^3 -ь 7^з') (б Ы?) 



') На1рЬеп Тг. а 1 еП. 
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Каждый изъ этихъ множителей представляетъ эллиптическую функщю; 
полюсы об'Ьихъ функщй одинаковы: двойной полюсъ и = и двойной 
и = — V, но нулей облщхъ н'Ьтъ, такъ какъ, если бы они оказались, 
они оказались бы и у 2-хъ функщй а -ь рд;^ -ь -^Хг^ и («/' — Хь^У, по- 
следнее же возможно только въ томъ случае, если у этихъ функщй общ1й 
линейный множитель х^-^ к и тогда нашъ дифференц1алъ не эллипти- 
ческ1й, а мы будемъ его предполагать эллиптическимъ. Для опред*лен1я 
нулей функпдй Ф и Ф, мы зам^тимъ, что одна изъ этихъ функщй пере- 
ходить въ другую (съ — ), отъ замены и на — {и -к г;), такъ какъ х^ 
отъ этой замены не изменится, а -^ изм-Ьнитъ знакъ. Поэтому поел* этой 
замены корни Ф должны перейти въ корни Ф^ и наоборотъ. Съ другой 
стороны 

ФФ, = {Г - хг)\ 



Всяк1й двучленъ а;, ч- М мы можемъ представить въ вид* разности 

г — г^, гд* 2г^ = С (т -ь г;) — С (т) — С {V) . 
Пусть х^ — ^ = ^г — ^д, в. х^-^ »7 = ^г — ^4, тогда 

X, -а ={г—г:){г—г,)= аа аба (а-ьг;) ^\Ь-^V) о'т' (и^ ' 

а следовательно нули функщй (^^ — ^^з^)^ будутъ: 

а, й, — а — г;, — Ь — V (двойные), а полюсы О и — V (двойные). 

Теперь очевидно, что корни одной изъ функщй Ф и Ф^ будутъ а, Ь 
(двойные) другой — а — V, — д — V (двойные) или одной а, — Ъ — V 
(двойные), другой: 6, — а — V (двойные). Такъ какъ аиЪ у насъ точно 
не фиксированы (вместо нихъ мы всегда можемъ вообразить — а — г;, 
— Ь — V, такъ какъ ^„ = ^-а-.? ^ь = ^-ь-ш)} мы можемъ всегда вообра- 
зить ихъ такъ выбранными, что корни 

Ф будутъ а, Ь; корни Ф,: — а — г;, — Ъ — V. 

Поэтому: 

а^а^Ла^г^а'(г^-ьг;) ^ 

гд-Ь С, С\, с, с, некоторыя постоянныя. 

Для опред^летя С и С, мы умножаемъ об* части этихъ равенствъ 
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на м* ■ беремъ прелЬлъ прк » = 0; найдет»: 



С = »/1 — Т* — »Т 

с,=|/Г-Т*-+-*т- 

Для опрехЬлен)я сне, за1Н1Тюгь что всл^дстше (6): с, = — с; со- 
ставивъ теперь при помощи (6) н (7) -^^9 -ф ■> сравннвъ результаты 
при м = (и слЪд. я;, = аэ), ны найдемъ: 

с = -77^^ -н С (а) -«- С (*) -«- С (а -»- V) -ь С (* -«- V). 
V 1 — Т 

Хоть же результатъ получается ^)авнете1Iъ коэффищента у -^ въ вы- 
ражеши -^ — ^, составленномъ при помощи (6) и при помощи (7). 

Выражеше (а ч- ^, -н ^х^У н- ^ \^\ можно разложить на множи- 
тели еще такъ: 

{а -л- Рж,-+-та;,» -+- 7 -^) X («н-Ра;, -+- тж.* — у -^|- 

Каждый изъ дтихъ множителей можеть быть представденъ въ такомъ 
же видЪ Еакъ Ф ж Ф^ (огь которыхъ эти множители отличаются только 
постоянными) и мы можемъ положить: 



а-нВж ч-га; ' -н -^ - г,^ «'«^ «М и - а) «' («* - Д) 

_ - % Лх, „ о*»о'(|*-<-а-ье>) о' («-нАч^-») 

а -н Зж.-ьта;, — т ^ = С1е-'* т/ — . ».г — \ » »> г 

•^ * ' • /Л ' о'(ач-г;)о'(о-»-1;)о*ио'(|*ч-г') 

гдЬ 



...(8) 



с = -77^^^ н- С (а) н- С (*) -н С (а -+- г;) -+- С (й -+- ») 

Составимъ теперь на основан1и дифференщальныхъ уравнешй дви- 
жешя: 

(ж, -+-*а;,) (уЛ — *уЛ) = У1*Л -<-уЛ^, -^«(У.^а;, — уЛ^,) 

(ж, ч- ?х,) (у,А, ч- «у,А,) = у,А,а;, -+- у,А,ж, — I (у,М, — У,Ь,а;,) 

Г. Колосовъ. ^ 
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и следовательно прим^нивъ 2-ой способъ ра8ложен1я мы найдемъ 
(У А -1УА) (^. -н IX.) = С,е- ^^1^^^^±Л^Ц^^±11 ...(9) 

а^ ьо^ (и — а) а' (и — Ь) 



Составимъ теперь выражеше для 

X, ± гх, 



(9Ы8) 



Мы им^емъ: 

€1 1од {х^ =+= гж,) = 
Но 



1 — «^а* 



х^ -ь х^ 



(10) 



^ (С (г^ — а) -+- С («^ — А) -4- С (^^ -+- а ч- «;) -+- С («* -н А ч- г;) — 
— 2(.и — 2С («* ч- г;) ) («1* 
Составимъ теперь выражеше для остальной части (10): 



(И) 



/ {х^йх^ — х^Лх^ ) 



Ь-^-^-'-к) 



х^^ -^х^ 



Ли. 



(12) 



У1 -г^и/, **/, 

Что выражеше имгЬетъ сл^дуюпце полюсы: 

11=: а, и = Ь, и= — а — V, и= — д — V^ и = 0^ «^ == — V. 

Опред'Ьливсъ вычеты, соотв-Ьтствуюпце этимъ полюсамъ. 

Для полюсовъ а, й, —а — <;, — Ь — г; это будутъ величины пред*ловъ 



пред. 



для разсматриваемаго полюса. 
Но 



/ ах, ахЛ' 



X 



Лх^ 



йх^ 



« бЙ '*'' Л1 



^5 ~Т^^ = ^3 (*1УЛ -*- Ь^У^^^) — У А {^х" -*- ^а') 



и для «^ = а, А, — а — г;, — Ь — V: 

х^ = 1*1 ^, 



. ^а?1 



*,ж,у, ч- Ь^х^у, = {а -\- '^х^ ч- тд;з^) ^ = ^ » -^/- > 
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гд4 — соотв4тствуетъ полюсамъ «^=а и «^=6, для которыхъ Ф=0 ((6) и (7)), 
а -ь соотв-Ьтствуеть полюсамъ и = — а — V и и= — Ъ — V для кото- 
ф, = 0((6Ы8) и (7Ы8)). 

Такимъ образомъ вычеты (12) будутъ: 

1 , 

ч^-^ — для полюсовъ и = а и и = о 

и 

=^= ^ — для полюсовъ и := — а — V и и= — Ъ — V 

Найдемъ теперь вычеты для I* = О и г^ = Vу когда х^ = оо, 
Легко вид'Ьть, что вычеты (12) для этихъ и равны О, такъ какъ это 
выражеше при х^ = оо равное 

^л-}- г >/тгг^ (/^ _ 0^3») |,^_ ^ ^ 

есть величина конечная, такъ какъ коэффшценгь у х^^ въ числител% 
равныЁ 

V '(«3 — «,)7о/ 
равенъ О, ибо по (5): 

К «3 — «» 

такъ какъ по (4) 

6, (а, — а,) -ь (о, — о,) (й, — 6,) = 0. 
Такинъ образомъ мы найдемъ для (12) выражеше 

я (^ С (» — в) :н С (м — 6) ± С (« -ь а -+- г;) ± С (и -ь 6 -ь V) ) ± -О, 
гдЪ в есть некоторая постоянная и следовательно 

о (« -+- я -I- V) в (« -+- А -Ь ») 



г, — «ж, = С, X е-^ 



ом о (« Н- V) 

-пи в (» — а) О (» — й) 



о« о (и -н г;) 
гд* постоянныя с н С, удовлетворяготъ условио: 

С'С, = — 



(14) 



а' у 



аааЬв (о -н V) а (Л -н «;) 
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а сл-Ьдовательно изъ (9) и (9 Ыв) найдемъ: 

. - С^ / _^ т ^'^^ (^^ — л) а Си — 6) 



_с. 



аЧо (и-^ а-^V)о {и-^Ъ '^V) 



У А ^уА — с) в"^"^""^ ' о' (а -+- 1;) а^ (6 н- г;) аг^а (и -+- г;) ' 

Положеше твердаго гЬла въ пространстве мы опредЪляемъ 3-мя Эйле- 
ровыми углами ж^ ф^ д т 



зам-Ьчая, что 



Л, = Ху ^^I, = ж, е7V. = ГГз 



у _^а — ^ь ^^^ (а — 6) а (а -ь 6 ч- V). 

~ 2 ~ 2аа а6 а (а -+- 1;) а (6 ч- г;) 



мы найдемъ по формул'Ь (14) 



^ ^ аа а6 а («^ -ь а -ь г;) а (|* ч- 6 -ь V) 
^* а (а — Ь) а (а ч- 6 -ь V) ае^а {и-^V) 

2 ^_^^ (з{а-^V)о(Ь '^V) <з{и — а) а {и — Ь) 
о {а — 6) а (а -ь 6 ч- г;) оио {и ч- V) 



К—Щ. = — '^е 



(15) 



гд'Ь г надлежащимъ образомъ опред'кпенная постоянная. 

А такъ какъ х^ = — "" ^* ^ ^^ (въ данномъ случа* ^^ 4-^^=0 и х^—^) 



2г — е^ — 2. 



V. 



(16) 



Найдемъ теперь выражешя для V, •+- Ь^ и для V, — Ь, 

(V, -+- Г>,) (V, — «V,) = 1 — V,» = (X, -+- «(1.) (X. — *(!,). 
ПОЭТО14Г 

, „ . ч / • м . , о(г«— а) а(а— Ь)а(м-|-о-|-г?)о(»ч-Ь-1-») ,,_. 



о' МО* (« -Ь V) 



Но 






-' = е-»'«. 



Отсюда, взявъ логариемическую производную: 



Л V, — «V, 



. лж „. рХ, -\- ^\^, 



-т-,1д- -.*- = — 2г -г- = — 21 -. , 

сИ " V, -«- г-ч^ (И 1 — V,' 
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и следовательно: 



дТ дТ 



^3 — ^ 

Это выражен1в и1гЬетъ 4 полюса: «* = а, г*=:6, «^= — а — V и 



и= — Ь — V. 

Вычеты, соответствующе этимъ полюсамъ определятся какъ 






ДЛЯ разсматриваемаго полюса. 



Но вс4 полюсы корни Ф или (^1 (6 и 6 Ыз) и потому для и = а л 
и = Ь (корни Ф) 

^ =й(а-1-ра;з-ьуа:з^), а для г^ = — а — V и •*= — Ь — V (корни Ф,) 



(И 



"I/ = — и («-+- Р^з -ь Т^8^); 



о^з = -ь «/, если д-Ьло идетъ о полюсахъ а и — {а-^V) и = — «7, для 
полюсовъ 6 и — (6 ч- г;). 

Соответственно этому вычеты будутъ 

йи 



±-^ = ^^.^}/\—^' 



где н-- надо взять для полюсовъ а и — Ь — V и — для полюсовъ 6 и — 
а — I; и мы получимъ 

где -О^ постоянная для определетя которой положимъ 1^ = (а а^з = ^- 

I), = С(А)-ьС(Ь-+- г;) -С(а)- :(«-+-!;). 
Отсюда 

1д— — т^^ = Хд -. гт — -г — ^^ {—Вм-^-соти 

V, -4- г>, ^ а (|* — Ь) а (|* ч- а -ь г;) * 

и мы получимъ отсюда на основаши (17), обозначивъ черезъ Е посто- 



- 70 - 
янную произвольную 

V, -ь гV, = —2Е - - .. ; . ■ , / ( в^'^ 

V — гV = ^^ — ^^ — ^ е*^*** 

' " Ео(а — Ь)а(а-+-Ь-ч-г;)а«а(«-+- V) 

Положивъ въ формулахъ (15) (16) (18) 

и —^ — 1*0 V = и^ -л- и^ 

Ъ = —^(—V^ — V,-^и^-^и,) 
(3 а(зЪ 



(18) 



^о = е 



а (а -+• г;) а (6 -н г;) 
мы приведемъ ихъ къ виду: 

V,-ь^V.= ^^^ Па Г" • -0--1- -ц ^х,,. 



а1*о а!;^ аг*, 



''х — г7„ = — V» 

" ^а1*, 



./)и 



е-^ 



.агоом.о!;, \ 2 ; 

•^^ (з»о о^о ом, о», \ 2 ; 

'^' ЬоО»оОг;цОи,ог>, \ 2 / 

Сравнивая эти формулы съ формулами сложен1я трехгранныхъ угловъ 
На1рЬеп'а ^), мы заключимъ, что разсматриваемое движете складывается 
изъ 2-хъ движешй к 1а Ро1П8о1, аналогично теореме Якоби для вращен1я 
гироскопа и теореме На1рЬеп'а для движетя въ жидкости въ случа']^ 
Киргоффа. 

ЗатЬмъ еще одно заключеше, которое мы можемъ сделать изъ на- 
пшхъ формулъ. 



1) ЫоиуШе 4 сер1я, т. 4 1888 г. стр. 15—18 и 71. 



— 71 — 

/ 

Им^емъ: 

Лою 1 

Отсюда 

Но 

г ^ згпф % ^ \/^^—x^^ 

и следовательно, заьгЬчая, что изъ (5): 

Е(х,) = Р(х,'(\ - т^)-2Рт^з'-ь ....) 

мы найдемъ сравнивая (19) и (20) и принявъ во внимаше, что на осно- 
ванш нашихъ интеграловъ: 

Ъ,х,у, ч- Ь,у,х, = ^ ^д (Ь,ЬзУ8^-+-Г1) 



^ а» — (^ 1 . . 

Уз — ^ ^ ^ (^3 Т1) 

"З ^*2 То 



МЫ ваключимъ, что 



/ 



ТоК — Д») ' "^^ '^ ^ — ^1 <^Д^з (21) 



гл% 

^ '(^'з— «») То 

приводится къ логариомамъ, а именно равенъ 

1 , ж, -4- «д:- 
— 7^^ ^ 



гдЪ я;, и х^ выражены при помощи нашихъ интеграловъ черезъ х^, Та- 
кимъ образомъ и въ разсматриваемомъ случа'Ь условхя существовашя 
5-го алгебраическаго интеграла — совпадаютъ съ услов1ями . интегрируе- 
мости въ логариомахъ нЪкотораго дифференпдала (21), приводящагося 
вообще говоря, къ высшимъ тренсцепдентнымъ. 
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Легко видеть, что это будетъ всяшй разъ, когда мы И1г1емъ 5 само- 
стоятельныхъ алгебраическихъ интеграловъ (или просто частныхъ р^шешй) 
диффербнц1алъныхъ уравнешй Эйлера вращен1я твердаго тЬла вокругъ 
неподвижной точки. Такъ напр. это обстоятельство ивгЬетъ мЬсто въ слу- 
чае вращешя тяжелаго твердаго гЬла, разсмотр-Ьниомь С. В. Ковалевскою 
при предположеши Н. Б. Делоне: к = 0. 

Какъ частные случаи разсмотр^ннаго въ этой глав* случая движешя 
твердаго гЬла въ жидкости получаются частные случаи разсмотрЬнные 
нами въ статьЬ «О н'Ькоторыхъ частныхъ р4шен1яхъ задачи о движеши 
твердаго тбла въ несжимаемой жидкости» (Сборникъ Института Инж. 
Пут. Сообщ. 1899 г.). 



Г Л А В А IX. 



Объ одномпь преобразованШ аналогичномъ 
преобразован1ю главы V. 

Предварительно мы зам^тимъ, что если за оси координатъ неизменно 
связанныя съ г&помъ мы возьмемъ не 3 главныя его оси инерщи, а как1я 
угодно 3 взаимно _]_-я прямыя, вместо формулъ (5) на стр. 15 *), мы 
должны будемъ взять формулы: 

дТ . €08 э (р^ — Юэ 00^ Ф) 

др ^^ згп ф 

дТ _ (рж — Рэ С08 ф) 5«л ^ 



д^ згпф 

дТ 



Гф С08 Э 



Предположимъ, что мы имЪемъ, какъ и въ предыдущихъ главахъ 
законъ площадей 

-ч— , = С0П8{ = I. 

и перейдемъ, какъ и въ глав* У отъ перемЬнныхъ 9, ф^ р^^Рф къ новымъ 
перем4ннымъ «р 5,,^?,, ,^>,,, положивъ: 



дТ . С08Э(1 — РэС08ф) ^^, , 1С08Э 

V =Рф8гПЭ —-р ^- = С08ф/^.(8.,8^) г— 7г 

Ор ^^ 8%П ф ^^И\1^ 1/ ^^ф 

дТ (1—р^С08ф)8гпд . . , ^ 18гп9 

Т~ = ^~^ У-рфС08д = С08фП (5,, 5.) -Ь -г- -^ 



(1). 



*) См. ирпи-Ьчаше къ стр. 15. 
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Отсюда 

Рф = С08 ф (/*! (5„ «а) 8гп Э '\' ^^ (5,, «а) С08 Э) 
Рв = 8т ф (Д (5„ «з) С08Э — /'^ (8^, 5,) 5Ш э). 

Какъ и въ глав* У составимъ функщю 

? (^1> ^а) ^^ Ф) = ^*^ 5*^ (Л ^*^ ^ -+- /а С05 ^) 

И перейдемъ по правилу Якоби огь каноническихъ перб1г1нныхъ 9, ф, 
Рэ^ Рф къ каноническимъ 5,, 5^, р,^, р,^, положивъ: 



Рэ = 



(?9 

1^' 



Рф = 



дф 

, "-= - ж. 

Вместо (1) мы могли бы также взять формулы: 






дТ по, X 18гпэ8гпф 



дТ 
дд 

и за функщю <р взять 



» ^ . « 1со8э8гпф 



9 («15 «». ^. 5'») = 



1э 



С08 ф 



Зт ф (/", (8„ 8,) Згп 5 -Н /", (8„ 8,) С08 э). 



При ^ = о оба эти преобразовашя даютъ однЪ и т§ же формулы. 
Въ этомъ случае: 

р., = -ВШф\^-^^ ^„, + _ С08 э| = - ^. ^ н- X. -^^ 

^,.. = _8г«^^^^8г«.-ь^^-1со8.)=-,х.^ч-Х.^-^'. 
Отсюда: 



дГ. 



^Л 1 



Х.= 



^" (?8, ^" (?8, 



^'"?8, ^'•<?8, 



(2) 



гд* 



|^.= 
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При помощи этого преобразован1я легко получить квадратуры С. А. 
Чаплыгина ') для случая движешя твердагр т^ла въ жидкости, когда 
живая сила т^ла (и жидкости) выражается въ вид'ё: 

2Г = у,» -+- у,' ч- 2у,» -н (* — с) х^ ч- (6 -ч- с) х^ н- Ьх^, 

Положивъ и = 3\ г = ^(1, мы представимъ 2Т въ видЬ: 

2Т = у,' + у,' -ч- 2уз' -*- сЗ-^ ({1\ - Х\) ч- сопЫ. 

Уравнение съ частными производными Якоби-Гамильтона въ переиЪн- 
ныхъ «1 и в, будетъ им^ть вндъ: 

(Л* -ь Л') С05^ -^ 2 (Г,\ -ь Л^)' -+- сЛ^ {^'.. - '^\) = 2А 
или 

куда вместо X, и (1^ подставлены ихъ вначешя (2) и положено 
Чтобы получить квадратуры С. А. Чаплыгина, положимъ 



/•, = еу/(в, ч- 1)(8,ч- 1) /•, = 8^/(8. -1)(1 -8,) (4) 
Д = 



е» 



2 1/(5.^-1) (1-8/) 



8 в, — в» 



1 ^>.(1-0-^>.(1-^,) ^-(ГТ^^ТГТ^Г) 



(5) 



•*' е 8, — 8, 



Подставивъ эти выражешя въ (3) и положивъ е = ^ «7, мы при- 
ведемъ его къ виду 

^^ (8. ч- 8,) ч- 4^),.Ч1 - 8,') ч- 42>..' (1 - 8,') = л. 



^) Новое частное рЪшеп1е задачи о двпжен1п твердаго огЬла въ жидкости. 
XI томъ трудовъ Импер. Моск. Об. Л. Е. 1902 г. 



— 75 — 
Уравнете съ частными производными будеть ин^ть полнымъ интеграломъ 

гл:Ь Р произвольная постоянная, а интегралы дифференц1альныхъ урав- 

нешй движешя будутъ 

дУ 

— = с<т81. 

^-< -I 



ИЛИ 



/ ^ I I ? — — . /*/умо^ 

\/{8,' — ^)(^^с8^ — 2^ — г) и У{8,' — I) {^'с8, — 2к-^ г) 

^ 1/(5,' — 1) (е/Ъ, — 2к''Г) ^ ^(8,^ — 1) (^'С8, — 2А -ь Г) ^ "^ ^' 

откуда и получаются квадратуры С. ^. Чаплыгина, выражаюпця 5^ и $а 
въ эллиптическихъ функц1яхъ, которыя указаны имъ при повющи найден- 
наго имъ для этого случая 4-го алгебраическаго интеграла. 

При помощи формулъ (4), (5) легко привести къ квадратурамъ за- 
дачу о движеши т^^ла при 

2Т = у,' -ь у,' -ь у,' н- А,х,' -ь В,х,' -ь С,х,\ 

Эти квадратуры могутъ быть, какъ пред4льныя, выведены изъ ква- 
дратуръ Н. ^УеЬег'а (Ма1Ь. Апп. Х1У), но зд-Ьсь р-Ьшеше получается 
въ несколько иной форм-Ь. Интегралъ живой силы можетъ быть зд-Ьсь на- 
писанъ въ вид%: 

У г' -ь у.' -ь у,' -ь е/^М. - с,) К' -ь ^' (В, - С,) [1,^ = соп8{. = 2А. (6) 



■|/ та А 

При помощи (4) и (5), положивъ г-=1 —^ — ' , мы приведемъ (6) 
къ виду: 

^г (8/ - 1) (5. -н 1 -ь 2е„) - р./ (5," _ 1) (8, _ь 1 ч- 2е,) = 



— 76 — 

Полный интегралъ соотв^тствующаго уравнешя съ частнышг проиа- 
водными будетъ 



/ 



г» О, 



1/г-|„- 



7= / , " " -с18,- 



/^ 






1^,'-1)(«,-Ы-^-2во) " ;! 



а интегралы уравнешй движешя: 

дГ 



= соп8{. или 



/ , . -♦- / - ; . = С0П81. 






Т. е. сл^д. задача приведена къ ультраэллиптическимъ функщянъ. 



ОА вб1 К64 1903 0.1 

31тп»огс1 Уп4уег&Иу 1Швг\т 



3 6105 030 433 085 



МТЕ оиЕ 1 
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